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 A près une année stu-

dieuse passée en classe
préparatoire, il est bien

légitime de penser enfin à se re-
poser ; mais prudence, réser-
vons-nous quelques jours, di-
sons les quinze derniers jours de
vacances, pour faire le point sur
nos connaissances ; est-ce vrai-
ment nécessaire ?

La réponse est dans le test qui
suit :

Oubliez tout, partez en vacan-
ces et si, vers le 15 août, vous
êtes capable de répondre correc-
tement au petit test suivant,
alors vous êtes prêt pour la ren-
trée. Mais si vous vous trom-
pez sur un certain nombre de
questions ou si certaines vous
sont complètement étrangères,
il est temps de vous y remettre.
Vous trouverez dans les pages
qui suivent de quoi vous aider
à vous remettre dans l’am-
biance. �
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��
�D’autre part, suite à la

demande de certains
d’entre vous, vous y

trouverez également un petit
article vous donnant un aperçu
de l’utilisation d’ExcelTM pour
effectuer du calcul matriciel.

Les exercices marqués d’une
étoile (�) sont faisables par
tous et ne présentent pas de
grandes difficultés.

Les exercices marqués de deux
étoiles (��) sont plus diffici-
les mais sont faisables pour les
options scientifiques et les op-
tions économiques.

Les exercices marqués du sym-
bole (�) sont réservés aux op-
tions scientifiques par les con-
naissances qu’ils demandent.

Bonnes vacances à tous.
����� �



����������������������
����������	�
��������	���

4 
L

a 
fo

nc
tio

n 
x

x
�

 a
dm

et
 d

es
 p

ri
m

iti
ve

s 
su

r 
R

. 
 

 

5 
P

ou
r 

to
ut

 p
ol

yn
ôm

e 
no

n 
nu

l P
, 

   
   

   
   

  
(

)
2

2

~
x

x

x
P

x
e

e
−

−

→
+∞

⋅
 

 
 

6 
So

it 
(u

n)
 u

ne
 s

ui
te

 g
éo

m
ét

ri
qu

e 
de

 p
re

m
ie

r 
te

rm
e 

po
si

tif
 e

t d
e 

ra
is

on
 

]
[

0
,1

q
∈

 ; 
al

or
s 

po
ur

 to
ut

 e
nt

ie
r 

na
tu

re
l n

, 
1

n
k

k
n

u
u

+∞ =
+

≤
∑

 

 
 

7 
P

ou
r 

to
ut

e 
su

it
e 

(v
n)

 la
 s

ui
te

 (
u n

) 
dé

fi
ni

e 
pa

r 
(

)1
n

n
n

u
v

=
−

+
 e

st
 u

ne
 s

ui
te

 n
on

 

m
on

ot
on

e.
 

 
 

8 
Si

 (u
n)

 e
st

 u
ne

 s
ui

te
 d

e 
no

m
br

e 
ré

el
s,

 n
’a

ya
nt

 p
as

 d
e 

lim
ite

 f
in

ie
, a

lo
rs

 e
lle

 
n’

es
t p

as
 m

on
ot

on
e 

 
 

9 
T

ou
t n

om
br

e 
ré

el
 e

st
 li

m
ite

 d
’u

ne
 s

ui
te

 d
e 

no
m

br
es

 d
éc

im
au

x.
 

 
 

10
 

So
it 

a 
et

 b
 d

eu
x 

no
m

br
es

 r
ée

ls
 te

ls
 q

ue
 

0,
a

b
ε

ε
∀

>
−

≤
 

O
n 

en
 d

éd
ui

t q
ue

 a
 =

 b
 

 
 

11
 

Si
 (u

n)
 e

t (
v n

) 
so

nt
 d

eu
x 

su
ite

s 
co

nv
er

ge
nt

es
 d

e 
m

êm
e 

lim
ite

 λ
, a

lo
rs

 

   
   

  
1

1

lim
li

m
n

n

k
k

n
n

k
k

u
v

→
+∞

→
+∞

=
=

=
∑

∑
 

 
 

12
 

Si
 (u

n)
 e

st
 u

ne
 s

ui
te

 m
aj

or
ée

 p
ar

 u
n 

ré
el

 a
, a

lo
rs

 la
 s

ér
ie

 
nu

∑
 e

st
 m

aj
or

ée
 p

ar
 

le
 ré

el
 a

. 

 
 

13
 

# 
Si

 
nu

∑
 e

st
 u

ne
 s

ér
ie

 c
on

ve
rg

en
te

, l
a 

sé
ri

e 
(

)1
n

nu
−

∑
 e

st
 a

us
si

 

co
nv

er
ge

nt
e.

 

 
 

14
 

# 
So

it 
f e

t g
 d

eu
x 

en
do

m
or

ph
is

m
es

 d
’u

n 
es

pa
ce

 v
ec

to
ri

el
 E

 te
ls

 q
ue

 
K

er
(f

) 
=

 K
er

(g
) 

et
 Im

(f
) 

=
 I

m
(g

).
 O

n 
a 

né
ce

ss
ai

re
m

en
t f

 =
 g

 
 

 

15
 

Si
 X

 e
st

 u
ne

 v
ar

ia
bl

e 
al

éa
to

ir
e 

di
sc

rè
te

 a
ya

nt
 u

ne
 e

sp
ér

an
ce

 E
(X

),
 a

lo
rs

 la
 

va
ri

ab
le

 |X
| a

 a
us

si
 u

ne
 e

sp
ér

an
ce

 
 

 

16
 

Il
 e

xi
st

e 
de

s 
fo

nc
tio

ns
 d

e 
ré

pa
rt

iti
on

 d
éc

ro
is

sa
nt

es
 

 
 

17
 

Si
 X

 s
ui

t u
ne

 lo
i b

in
om

ia
le

 d
e 

pa
ra

m
èt

re
s 

n 
et

 p
 e

t s
i Y

 s
ui

t u
ne

 lo
i b

in
om

ia
le

 
de

 p
ar

am
èt

re
s 

n 
et

 q
, a

lo
rs

, s
i X

 e
t Y

 s
on

t i
nd

ép
en

da
nt

es
, X

 +
 Y

 s
ui

t u
ne

 lo
i 

bi
no

m
ia

le
 d

e 
pa

ra
m

èt
re

s 
n 

et
 p

 +
 q

. 

 
 

18
 

Si
 X

 s
ui

t u
ne

 lo
i b

in
om

ia
le

 d
e 

pa
ra

m
èt

re
s 

n 
et

 p
, s

i Y
 s

ui
t u

ne
 lo

i b
in

om
ia

le
 d

e 
pa

ra
m

èt
re

s 
n 

et
 q

, e
t s

i X
 +

 Y
 s

ui
t u

ne
 lo

i b
in

om
ia

le
 d

e 
pa

ra
m

èt
re

s 
n 

et
 p

 +
 q

, 
al

or
s 

X
 e

t Y
 n

e 
so

nt
 p

as
 in

dé
pe

nd
an

te
s.

 

 
 

19
 

So
it 

n 
un

 e
nt

ie
r 

su
pé

ri
eu

r 
à 

1.
 L

’e
ns

em
bl

e 
de

s 
m

at
ri

ce
s 

di
ag

on
al

is
ab

le
s 

de
 

M
n(

R
) 

es
t u

n 
es

pa
ce

 v
ec

to
ri

el
 ?

 

 
 

20
 

Si
 N

 e
st

 u
ne

 m
at

ri
ce

 c
ar

ré
e 

d’
or

dr
e 

n 
>

 1
 te

lle
 q

ue
 N

 2
 =

 N
, a

lo
rs

 rg
(N

) 
=

 n
 

 
 

21
 

Si
 N

 e
st

 u
ne

 m
at

ri
ce

 c
ar

ré
e 

d’
or

dr
e 

n 
te

lle
 q

ue
 N

 2
 =

 N
 e

t s
i r

g(
N

) 
=

 n
 a

lo
rs

 
N

 =
 I

. 
 

 

22
 

Si
 N

 e
st

 u
ne

 m
at

ri
ce

 c
ar

ré
e 

d’
or

dr
e 

n 
>

 1
 a

lo
rs

 to
us

 le
s 

te
rm

es
 d

e 
N

 2
 s

on
t 

po
si

ti
fs

 
 

 

23
 

Si
 A

 e
t B

 s
on

t d
eu

x 
m

at
ri

ce
s 

ca
rr

ée
s 

te
lle

s 
qu

e 
A

B
 =

 I
, a

lo
rs

 B
A

 e
st

-i
l a

us
si

 
ég

al
 à

 I 
? 

 
 

24
 

Si
 A

 e
st

 u
ne

 m
at

ri
ce

 c
ar

ré
e,

 s
ym

ét
ri

qu
e 

et
 in

ve
rs

ib
le

, s
on

 in
ve

rs
e 

es
t 

sy
m

ét
ri

qu
e 

? 
 

 

L
e 

ca
lc

u
l m

at
ri

ci
el

 a
ve

c 
E

xc
el

TM
 

V
ou

s 
êt

es
 d

e 
pl

us
 e

n 
pl

us
 n

om
br

eu
x 

à 
po

ss
éd

er
 u

n 
or

di
na

te
ur

 e
t l

a 
pl

up
ar

t d
’e

nt
re

 v
ou

s 
so

uh
ai

te
 p

ou
vo

ir
 s

’a
ut

o 
co

rr
ig

er
 s

ur
 le

s 
ca

lc
ul

s 
sa

ns
 a

vo
ir

 à
 f

ai
re

 l’
ac

qu
is

iti
on

 d
e 

lo
gi

ci
el

s 
sp

éc
if

iq
ue

s 
ou

 d
e 

pr
og

ra
m

m
es

. 
Je

 p
ro

po
se

 ic
i, 

un
 m

oy
en

 s
im

pl
e 

d’
ef

fe
ct

ue
r 

pa
s 

à 
pa

s 
la

 m
ét

ho
de

 d
e 

G
au

ss
 s

ou
s 

E
xc

el
T

M
, 

po
ur

 r
éd

ui
re

 u
ne

 m
at

ri
ce

 o
u 

po
ur

 o
bt

en
ir

 s
on

 in
ve

rs
e,

 u
ni

qu
em

en
t à

 l’
ai

de
 d

es
 p

ro
du

its
 d

e 
m

at
ri

ce
s.

 
D

an
s 

l’
ex

em
pl

e 
qu

i s
ui

t, 
je

 c
on

si
dè

re
 la

 m
at

ri
ce

 

 

1
2

1

2
1

0

1
2

1

A

−

=

−












 

O
uv

ro
ns

 u
n 

cl
as

se
ur

 E
xc

el
 e

t 
éc

ri
vo

ns
 s

ur
 la

 f
eu

ill
e 

1,
 la

 m
at

ri
ce

 A
 d

’o
rd

re
 3

 d
an

s 
le

s 
ce

llu
le

s 
E

2 
à 

E
4.

 P
ou

r 
de

s 
ra

is
on

s 
de

 li
si

bi
lit

é,
 j’

ai
 r

éd
ui

s 
la

 la
rg

eu
r 

de
s 

co
lo

nn
es

 (
de

 la
 la

rg
eu

r 
st

an
da

rd
 1

0,
71

 je
 s

ui
s 

pa
ss

é 
à 

5)
 e

t j
’a

i m
is

 d
es

 b
or

du
re

s 
au

to
ur

 d
e 

la
 m

at
ri

ce
. 

R
éd

ui
so

ns
-l

a 
p

ar
 la

 m
ét

ho
de

 d
e 

G
au

ss
 p

ou
r 

ré
so

ud
re

 p
ar

 e
xe

m
pl

e,
 l’

éq
ua

tio
n 

A
X

 =
 0

. 
L

es
 o

pé
ra

tio
ns

 q
ue

 je
 d

és
ir

e 
d’

ab
or

d 
ef

fe
ct

ue
r 

su
r 

le
s 

lig
ne

s 
de

 A
 s

on
t l

es
 s

ui
va

nt
es

 : 
- 

re
m

pl
ac

er
 L

2 
pa

r 
L

2 
– 

2L
1 

- 
re

m
pl

ac
er

 L
3 

pa
r 

L
3 

+ 
L

1 
O

n 
ap

pe
lle

ra
 A

1 
ce

tte
 n

ou
ve

lle
 m

at
ri

ce
. 

E
n 

ef
fe

ct
ua

nt
 c

es
 m

êm
es

 o
pé

ra
tio

ns
 s

ur
 la

 m
at

ri
ce

 id
en

tit
é,

 o
n 

ob
tie

nt
 u

ne
 m

at
ri

ce
 T

1,
 a

pp
el

ée
 

m
at

ri
ce

 d
e 

ce
tte

 tr
an

sf
or

m
at

io
n 

; o
n 

a 

 
1

1
0

0

2
1

0

1
0

1

T
=

−












 

E
cr

iv
on

s 
ce

tte
 m

at
ri

ce
 s

ur
 le

s 
ce

llu
le

s 
B

2 
à 

D
4,

 à
 g

au
ch

e 
de

 la
 m

at
ri

ce
 A

 (
vo

ir
 f

g 
1)

. 
 

fg
 1

 

 
�

��
��

��
��

	

�

�
�


��

��
��

��
��

	
��

��
��

� �

�
����
����
����
����
����
��
��
	�

	
��
��
�
��
�	
��
��
��
��
��
	��
����
����
����
����
����



����������������������
����������	�
��������	���

E
n 

ef
fe

ct
ua

nt
 le

 p
ro

du
it 

de
 la

 m
at

ri
ce

 T
1 

pa
r 

la
 m

at
ri

ce
 A

, o
n 

ob
tie

nt
 p

ré
ci

sé
m

en
t l

a 
m

at
ri

ce
 

A
1.

 P
ou

r 
fa

ir
e 

ce
 c

al
cu

l, 
- 

sé
le

ct
io

nn
on

s 
la

 p
la

ge
 d

e 
ce

llu
le

s 
E

5-
G

7 
- 

da
ns

 le
 m

en
u 

in
se

rt
io

n,
 c

liq
uo

ns
 s

ur
 «

 F
on

ct
io

n 
…

 »
 

- 
da

ns
 la

 c
at

ég
or

ie
 «

 M
at

h 
&

 T
ri

go
 »

, c
liq

uo
ns

 «
 P

ro
du

it
M

at
 »

 
- 

Po
ur

 la
 m

at
ri

ce
 1

, s
él

ec
tio

nn
on

s 
la

 p
la

ge
 B

2-
D

4 
- 

Po
ur

 la
 m

at
ri

ce
 2

, s
él

ec
tio

nn
on

s 
la

 p
la

ge
 E

2-
G

4 
- 

A
pp

uy
er

 s
im

ul
ta

né
m

en
t s

ur
 le

s 
to

uc
he

s 
« 

C
tr

l »
   

« 
M

aj
 »

  e
t 

 «
 E

nt
ré

e 
» 

A
tt

en
ti

on
 : 

ne
 p

as
 c

liq
ue

r 
su

r 
« 

O
K

 »
 

Si
 v

ou
s 

y 
m

et
te

z 
de

s 
bo

rd
ur

es
, v

ou
s 

av
ez

 o
bt

en
u 

ce
 q

ue
 v

ou
s 

vo
ye

z 
fg

 2
. 

 L
’o

pé
ra

tio
n 

qu
e 

je
 d

és
ir

e 
m

ai
nt

en
an

t e
ff

ec
tu

er
 s

ur
 le

s 
lig

ne
s 

de
 A

1 
es

t l
a 

su
iv

an
te

 : 
- 

re
m

pl
ac

er
 L

3 
pa

r 
3L

3 
+ 

4L
2 

O
n 

ap
pe

lle
ra

 A
2 

ce
tte

 n
ou

ve
lle

 m
at

ri
ce

. 
E

n 
ef

fe
ct

ua
nt

 c
es

 m
êm

es
 o

pé
ra

tio
ns

 s
ur

 la
 m

at
ri

ce
 id

en
tit

é,
 o

n 
ob

tie
nt

 u
ne

 m
at

ri
ce

 T
2,

 a
pp

el
ée

 
m

at
ri

ce
 d

e 
ce

tte
 tr

an
sf

or
m

at
io

n 
; o

n 
a 

 
2

1
0

0

0
1

0

0
4

3

T
=














 

E
cr

iv
on

s 
ce

tte
 m

at
ri

ce
 s

ur
 le

s 
ce

llu
le

s 
B

5 
à 

D
7,

 à
 g

au
ch

e 
de

 la
 m

at
ri

ce
 A

2.
 

O
n 

ef
fe

ct
ue

 le
 p

ro
du

it 
de

 la
 m

at
ri

ce
 T

2 
pa

r 
A

1 
co

m
m

e 
ci

-d
es

su
s 

et
 o

n 
éc

ri
ra

 le
 p

ro
du

it 
da

ns
 le

s 
ce

llu
le

s 
E

8 
à 

G
8 

(f
g 3

) 
 

fg
 2

 

fg
 3

 

L
a 

ré
du

ite
 d

e 
G

au
ss

 d
e 

la
 m

at
ri

ce
 A

 e
st

  

 
2

1
2

1

0
3

2

0
0

8

A

−

=
−














 

Il
 s

’e
ns

ui
t q

ue
 l’

éq
ua

tio
n 

A
X

 =
 0

 a
dm

et
 u

ne
 s

ol
ut

io
n 

un
iq

ue
 : 

X
 =

 0
. 

R
em

ar
qu

e 
: P

ar
 c

et
te

 m
ét

ho
de

, n
ou

s 
vo

yo
ns

 q
ue

 
1

1
A

T
A

=
⋅

 p
ui

s 
qu

e 
2

2
1

A
T

A
=

⋅
 ; 

il 

s’
en

su
it 

qu
e 

(
)

2
2

1
A

T
T

A
=

 o
u 

en
co

re
 : 

 
(

)
2

1
2

1
A

T
T

A
−

=
 

O
n 

vo
it 

qu
e 

A
 e

st
 le

 p
ro

du
it 

d’
un

e 
m

at
ri

ce
 tr

ia
ng

ul
ai

re
 in

fé
ri

eu
re

 p
ar

 u
ne

 m
at

ri
ce

 tr
ia

ng
ul

ai
re

 
su

pé
ri

eu
re

. 

Su
ite

s 
d’

él
ém

en
ts

 d
e 

no
m

br
es

 r
ée

ls
 

D
an

s 
ce

 p
re

m
ie

r 
ex

er
ci

ce
, j

e 
vo

us
 p

ro
po

se
 u

ne
 a

pp
lic

at
io

n 
im

po
rt

an
te

 d
u 

co
ur

s 

E
xe

rc
ic

e 
1.

 
(*

) 
So

it 
(v

n)
 la

 s
ui

te
 q

ue
 n

ou
s 

su
pp

os
er

on
s 

dé
fin

ie
 p

ou
r 

to
ut

 e
nt

ie
r 

na
tu

re
l n

 p
ar

 :
 

 
1

1
1

1
n

n
v

v
n

+
=

−
+

   
et

 p
ar

   
v 0

 =
 1

 

D
ét

er
m

in
er

 v
n 

so
us

 fo
rm

e 
de

 s
om

m
e,

 e
n 

fo
nc

tio
n 

de
 n

. 

  C
or

ri
gé

 1
 

Pr
oc

éd
on

s 
en

 d
eu

x 
ét

ap
es

 : 
d’

ab
or

d,
 r

am
en

on
s-

no
us

 à
 u

ne
 s

ui
te

 d
e 

la
 f

or
m

e 
1

n
n

n
n

u
a

u
b

+
=

+
 

av
ec

 a
n 

po
si

ti
f.

 P
ou

r 
ce

 f
ai

re
, o

n 
po

se
, p

ou
r 

to
ut

 e
nt

ie
r 

na
tu

re
l n

, 
(

)1
n

n
n

v
u

=
−

. O
n 

a 
do

nc
 : 

 
(

)
(

)
1

1
,

1
1

1
1

n
n

n
n

u
n

u
n

+
+

∀
∈

−
=

−
−

+
�

 

E
n 

m
ul

tip
lia

nt
 le

s 
de

ux
 m

em
br

es
 p

ar
 (

–1
)n+

1 , o
n 

ob
tie

nt
 : 

 
(

)
1

1
,

1
1

n
n

n

u
n

u
n

+
+

∀
∈

=
+

−
+

�
 

M
ai

nt
en

an
t r

am
en

on
s-

no
us

 à
 u

ne
 s

ui
te

 d
e 

la
 f

or
m

e 
1

n
n

n
u

u
b

+
=

+
 ; 

po
ur

 c
e 

fa
ir

e,
 m

ul
tip

lio
ns

 

��
��

��
��

��
�	�


��

�
���
���
���
��

�
��
��
��
�	
��

��
��
��
��
��
�
�
��
��
�	
��
���
���
���
�

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�



����������������������
����������	�
��������	���

le
s 

de
ux

 m
em

br
es

 p
ar

 (
n 

+
 1

)!
 ; 

on
 o

bt
ie

nt
 a

lo
rs

 : 

 
(

)
(

)
(

)
1

1
,

1
!

!
1

1
!

n

n
n

n
u

n
u

n
n

+
+

∀
∈

+
=

+
−

+
�

 

po
so

ns
 w

n 
=

 n
! 

u n
 ; 

on
 a

 : 

 
(

)
(

)
1

1
,

1
1

!
n

n
n

n
w

w
n

+
+

∀
∈

=
+

−
+

�
 

O
n 

co
nc

lu
t p

ar
 s

om
m

at
io

n 
: 

 
(

)
(

)
0

0

1
1

,
1

!
1

!
n

n
k

k

n

k
k

n
w

w
k

w
k

−

=
=

∀
∈

=
+

−
=

+
−

∑
∑

�
 

D
’o

ù 

 
(

)
0

1

1
,

1
!

!
!

n
k

n

k

w
n

u
k

n
n

−

=

∀
∈

=
+

−
∑

�
  e

t  
w

0 
=

 u
0 

E
nf

in
, p

ou
r 

to
ut

 e
nt

ie
r 

na
tu

re
l n

, 

 
(

)
(

)
0

1

!
1

1
!

!

n
n

n
k

n

k

w
k

v
n

n

−

=

=
−

+
−

∑
  e

t  
(

)0

0
0

1
1

w
v

=
−

=
 

Fi
na

le
m

en
t, 

on
 a

 : 

 
(

)
0

!
,

1
!

n
n

k

n

k

k
n

v
n

−

=

∀
∈

=
−

∑
�

 

F
on

ct
io

n
s 

d’
u

n
e 

se
u

le
 v

ar
ia

bl
e 

B
ie

n 
qu

e 
ne

 to
ur

na
nt

 q
ue

 s
ur

 u
ne

 s
eu

le
 n

ot
io

n,
 la

 c
on

tin
ui

té
 d

es
 fo

nc
tio

ns
 m

on
ot

on
es

, c
et

 
ex

er
ci

ce
 n

éc
es

si
te

 u
n 

ce
rt

ai
n 

re
cu

l ;
 je

 v
ou

s 
la

is
se

 ju
ge

. 

E
xe

rc
ic

e 
2.

 
(*

*)
 

U
n 

in
te

rv
al

le
 I

 d
e 

R
 c

on
te

na
nt

 a
u 

m
oi

ns
 d

eu
x 

po
in

ts
 e

st
 u

n 
en

se
m

bl
e 

te
l q

ue
, q

ue
l q

ue
 s

oi
t 

a 

et
 b

 é
lé

m
en

ts
 d

e 
I,

 q
ue

l q
ue

 s
oi

t x
 c

om
pr

is
 e

nt
re

 a
 e

t b
, x

 e
st

 é
lé

m
en

t d
e 

I 
; o

n 
éc

ri
t 

: 

(
)

[
]

2
 in

te
rv

al
le

 d
e 

,
,

,
,

,
I

a
b

I
a

b
x

a
b

x
I

⇔
∀

∈
<

∀
∈

∈
�

 

O
n 

ad
m

et
tr

a 
d’

au
tr

e 
pa

rt
, q

u’
un

 in
te

rv
al

le
 n

on
 v

id
e 

I 
de

 R
 e

st
 f

er
m

é 
si

, t
ou

te
 s

ui
te

 (
x n

) 

d’
él

ém
en

ts
 d

e 
I,

 c
on

ve
rg

en
te

 d
an

s 
R

, a
dm

et
 s

a 
lim

ite
 d

an
s 

I.
 L

es
 in

te
rv

al
le

s 
fe

rm
és

 n
on

 v
id

e 

de
 R

 s
on

t d
e 

la
 f

or
m

e 
]

]
[

[
]

[
[

]
,

,
,

,
ou

,
,

a
a

a
b

−∞
+

∞
−∞

+
∞

. 

 

So
it 

f u
ne

 fo
nc

tio
n 

co
nt

in
ue

 e
t m

on
ot

on
e 

d’
un

e 
va

ri
ab

le
 x

 d
éf

in
ie

 s
ur

 R
 e

t v
ér

ifi
an

t l
a 

re
la

tio
n 

: 

 
(

)
(

)
(

)
2

,
,

x
y

x
y

f
x

f
y

∀
∈

−
≤

−
�

 

1.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 
es

t s
tr

ic
te

m
en

t m
on

ot
on

e 
su

r 
R

. 

D
an

s 
to

ut
e 

la
 s

ui
te

 d
e 

l’
ex

er
ci

ce
, o

n 
su

pp
os

e 
qu

e 
f e

st
 u

ne
 fo

nc
tio

n 
cr

oi
ss

an
te

. 
2.

 
M

on
tr

er
 q

ue
 f 

ad
m

et
 d

es
 li

m
ite

s 
en

 +
∞

 e
t e

n 
–∞

 q
u’

on
 p

ré
ci

se
ra

. E
n 

dé
du

ir
e 

qu
e 

f e
st

 

un
e 

bi
je

ct
io

n 
de

 R
 d

an
s 
R

. 

3.
 

D
an

s 
ce

tte
 q

ue
st

io
n,

 o
n 

su
pp

os
e 

qu
’i

l e
xi

st
e 

de
ux

 r
ée

ls
 a

 e
t b

 te
ls

 q
ue

 

  
(

)
(

)
et

a
b

a
f

a
f

b
b

<
≤

<
≤

 

E
n 

ut
ili

sa
nt

 la
 fo

nc
tio

n 
g 

dé
fin

ie
 s

ur
 [

a,
 b

] 
pa

r 
g(

x)
 =

 f(
x)

 –
 x

, m
on

tr
er

 q
u’

il 
ex

is
te

 u
n 

ré
el

 c
 a

pp
ar

te
na

nt
 à

 [
a,

 b
] 

te
l q

ue
 f(

c)
 =

 c
. M

on
tr

er
 a

lo
rs

 q
ue

 f(
a)

 =
 a

 e
t q

ue
 f(

b)
 =

 b
. 

Q
ue

 p
eu

t-
on

 d
ir

e 
de

 la
 r

es
tr

ic
tio

n 
de

 f 
à 

l’
in

te
rv

al
le

 [
a,

 b
] 

? 

4.
 

O
n 

su
pp

os
e 

qu
e 

(
)

,
x

f
x

x
∀

∈
<

�
 ;

 m
on

tr
er

 q
ue

 la
 fo

nc
tio

n 
g 

dé
fin

ie
 s

ur
 [

a,
 b

] 
pa

r 

g(
x)

 =
 f(

x)
 –

 x
 e

st
 m

on
ot

on
e,

 p
ui

s 
qu

’e
lle

 a
 u

ne
 li

m
ite

 fi
ni

e 
en

 +
∞

. 

Q
ue

 p
eu

t-
on

 d
ir

e 
si

 
(

)
,

x
f

x
x

∀
∈

>
�

 ?
 

So
it 

(
)

{
}

/
A

x
f

x
x

=
∈

=
�

. M
on

tr
er

 q
ue

 s
i A

 e
st

 v
id

e 
al

or
s 

on
 e

st
 d

an
s 

l’
un

 d
es

 d
eu

x 

ca
s 

év
oq

ué
 c

i-
de

ss
us

. 
5.

 
O

n 
su

pp
os

e 
qu

e 
A

≠
∅

. D
on

ne
r 

un
 e

xe
m

pl
e 

de
 fo

nc
tio

n 
f p

ou
r 

la
qu

el
le

 l’
en

se
m

bl
e 

A
 e

st
 

un
 s

in
gl

et
on

 {
a}

. 
O

n 
su

pp
os

e 
m

ai
nt

en
an

t q
ue

 A
 c

on
tie

nt
 a

u 
m

oi
ns

 d
eu

x 
po

in
ts

. M
on

tr
er

 q
ue

 A
 e

st
 u

n 
in

te
rv

al
le

 fe
rm

é.
 

  C
or

ri
gé

 2
 

1.
 

C
’e

st
 é

vi
de

nt
 : 

  
(

)
(

)
(

)
[

]
2

,
,

0
x

y
x

y
x

y
f

x
f

y
∀

∈
≠

⇒
<

−
≤

−
�

 

et
 d

on
c 

(
)

(
)

(
)

[
]

2
,

,
x

y
x

y
f

x
f

y
∀

∈
≠

⇒
≠

�
 ; 

il 
s’

en
su

it 
qu

e 
f e

st
 m

on
ot

on
e 

et
 

in
je

ct
iv

e 
; e

lle
 e

st
 d

on
c 

st
ri

ct
em

en
t m

on
ot

on
e.

 
2.

 
O

n 
pe

ut
, s

i l
e 

cœ
ur

 n
ou

s 
en

 d
it,

 u
til

is
er

 le
 th

éo
rè

m
e 

de
 la

 li
m

ite
 m

on
ot

on
e 

po
ur

 p
ro

uv
er

 

l’
ex

is
te

nc
e 

da
ns

 �
 (

c'
es

t-
à-

di
re

 
{

}
,

∪
−∞

+
∞

�
) 

de
s 

lim
ite

s 
en

 l’
in

fi
ni

 ; 
m

ai
s 

on
 p

eu
t 

au
ss

i f
ai

re
 d

’u
ne

 p
ie

rr
e 

de
ux

 c
ou

ps
 : 

pr
ou

ve
r 

l’
ex

is
te

nc
e 

de
s 

lim
ite

s 
et

 d
on

ne
r 

le
ur

s 
va

le
ur

s.
 

S
up

po
so

ns
 x

 >
 y

 ; 
la

 c
ro

is
sa

nc
e 

st
ri

ct
e 

de
 f 

no
us

 p
er

m
et

 d
’é

cr
ir

e 
: 

  
(

)
(

)
0

x
y

f
x

f
y

<
−

≤
−

  
(1

) 
A

in
si

, p
ou

r 
y 

=
 0

, o
n 

a,
 p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l x
 s

tr
ic

te
m

en
t p

os
it

if
, 

  
(

)
(

)
0

f
x

x
f

≥
+

 

�
��
��
��
��
��
��
��
���
��
��
�

��
��
�

	�
��
�
��
�	
��
��
��
��
��
��

��
��

��
��

��
�	�
�


��

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�



����������������������
����������	�
��������	���

O
n 

en
 d

éd
ui

t, 
qu

e 
f a

 u
ne

 li
m

ite
 e

n 
+∞

 e
t q

ue
 c

et
te

 li
m

ite
 e

st
 +

∞
. 

D
e 

m
êm

e,
 p

ou
r 

x 
=

 0
 d

an
s 

la
 r

el
at

io
n 

(1
),

 o
n 

a 
po

ur
 to

ut
 y

 s
tr

ic
te

m
en

t n
ég

at
if

, 

  
(

)
(

)
0

f
y

y
f

≤
+

 

L
à 

au
ss

i, 
on

 e
n 

dé
du

it 
qu

e 
f a

 u
ne

 li
m

ite
 e

n 
–∞

 e
t q

ue
 c

et
te

 li
m

ite
 e

st
 –

∞
. 

R
éc

ap
itu

lo
ns

 : 

- 
f s

tr
ic

te
m

en
t c

ro
is

sa
nt

e 
su

r 
R

 

- 
f c

on
tin

ue
 s

ur
 R

 

- 
li

m
,

li
m

f
f

−∞
+∞

=
−

∞
=

+∞
 

D
on

c 
f e

st
 u

ne
 b

ije
ct

io
n 

de
 R

 d
an

s 
R

. 

3.
 

C
on

si
dé

ro
ns

 la
 f

on
ct

io
n 

g 
dé

fi
ni

e 
su

r 
[a

, b
] 

pa
r 

g(
x)

 =
 f(

x)
 –

 x
 ; 

on
 a

 : 
- 

g 
co

nt
in

ue
 s

ur
 [

a,
 b

] 
- 

g(
a)

 ≤
 0

  e
t  

g(
b)

 ≥
 0

 
D

on
c,

 il
 e

xi
st

e 
un

 r
ée

l c
 (

au
 m

oi
ns

) 
de

 [
a,

 b
] 

te
l q

ue
 g

(c
) 

=
 0

, c
'e

st
-à

-d
ir

e 
te

l q
ue

 f(
c)

 =
 c

. 
M

on
tr

on
s 

m
ai

nt
en

an
t q

ue
 f(

a)
 =

 a
 e

t q
ue

 f(
b)

 =
 b

. 

A
pp

liq
uo

ns
 la

 r
el

at
io

n 
(1

) 
av

ec
 x

 =
 c

 e
t y

 =
 a

 ; 
on

 a
 : 

(
)

f
a

a
≤

 ; 
or

 
(

)
f

a
a

≥
 p

ar
 

hy
po

th
ès

e 
da

ns
 c

et
te

 q
ue

st
io

n,
 o

n 
en

 d
éd

ui
t d

on
c 

qu
e 

f (
a)

 =
 a

. 

A
pp

liq
uo

ns
 à

 n
ou

ve
au

 la
 r

el
at

io
n 

(1
) 

av
ec

 y 
=

 c
 e

t x
 =

 b
 ; 

on
 a

 : 
(

)
f

b
b

≥
 ; 

or
 

(
)

f
b

b
≤

 p
ar

 h
yp

ot
hè

se
 d

an
s 

ce
tt

e 
qu

es
ti

on
, o

n 
en

 d
éd

ui
t d

on
c 

qu
e 

f (
b)

 =
 b

. 
N

ou
s 

av
on

s 
ai

ns
i d

ém
on

tr
é 

l’
im

pl
ic

at
io

n 
(2

) 
: 

(
)

(
)

(
)

(
)

,
,

 e
t  

a
b

a
f

a
f

b
b

f
a

a
f

b
b

∀
∈

≤
<

≤
⇒

=
=

�
 

M
on

tr
on

s 
qu

e 
la

 r
es

tr
ic

ti
on

 d
e 

f à
 [a

, b
] 

es
t l

’a
pp

lic
at

io
n 

id
en

tiq
ue

. 
So

it 
x 

un
 é

lé
m

en
t q

ue
lc

on
qu

e 
de

 [
a,

 b
].

 
O

u 
bi

en
 f(

x)
 ≤

 x
 e

t d
an

s 
ce

 c
as

, o
n 

ut
ili

se
 l’

im
pl

ic
at

io
n 

(2
) 

po
ur

 b
 =

 x
 ; 

il 
s’

en
su

it 
al

or
s 

qu
e 

f(
x)

 =
 x

, 
O

u 
bi

en
 f(

x)
 ≥

 x
 e

t d
an

s 
ce

 c
as

, o
n 

ut
ili

se
 l’

im
pl

ic
at

io
n 

(2
) 

po
ur

 a
 =

 x
 ; 

il 
s’

en
su

it 
al

or
s 

qu
e 

f(
x)

 =
 x

. 
D

on
c 

la
 r

es
tr

ic
tio

n 
de

 f 
à 

[a
, b

] 
es

t l
’a

pp
lic

at
io

n 
id

en
tiq

ue
. 

4.
 

So
it 

x 
et

 y
 d

eu
x 

ré
el

s 
te

ls
 q

ue
 x

 ≥
 y

. D
e 

la
 r

el
at

io
n 

(1
) 

et
 d

e 
l’

hy
po

th
ès

e 
fa

ite
 s

ur
 f 

da
ns

 
ce

tte
 q

ue
st

io
n,

 o
n 

dé
du

it
 : 

  
(

)
(

)
0

f
y

y
f

x
x

−
≤

−
<

 

c'
es

t-
à-

di
re

 g
(y

) 
≤ 

g(
x)

 <
 0

 
Il

 e
n 

ré
su

lte
 q

ue
 g

 e
st

 c
ro

is
sa

nt
e 

et
 s

tr
ic

te
m

en
t n

ég
at

iv
e.

 P
ar

 le
 th

éo
rè

m
e 

de
 la

 li
m

ite
 

m
on

ot
on

e,
 o

n 
en

 d
éd

ui
t q

ue
 g

 a
 u

ne
 li

m
ite

 e
n 

+∞
 ; 

le
 f

ai
t q

ue
 g

 s
oi

t m
aj

or
ée

 p
ar

 0
 

im
pl

iq
ue

 q
ue

 c
et

te
 li

m
ite

 e
st

 n
ég

at
iv

e 
ou

 n
ul

le
. 

So
it 

x 
et

 y
 d

eu
x 

ré
el

s 
te

ls
 q

ue
 x

 ≥
 y

. D
e 

la
 r

el
at

io
n 

(1
) 

et
 d

e 
l’

hy
po

th
ès

e 
fa

ite
 s

ur
 f 

da
ns

 
ce

tte
 q

ue
st

io
n,

 o
n 

dé
du

it
 : 

  
(

)
(

)
0

f
y

y
f

x
x

<
−

≤
−

 

c'
es

t-
à-

di
re

 0
 <

 g
(y

) 
≤ 

g(
x)

. 

Il
 e

n 
ré

su
lte

 q
ue

 g
 e

st
 c

ro
is

sa
nt

e 
et

 s
tr

ic
te

m
en

t p
os

iti
ve

. P
ar

 le
 th

éo
rè

m
e 

de
 la

 li
m

ite
 

m
on

ot
on

e,
 o

n 
en

 d
éd

ui
t q

ue
 g

 a
 u

ne
 li

m
ite

 e
n 

–∞
 ; 

le
 f

ai
t q

ue
 g

 s
oi

t m
in

or
ée

 p
ar

 0
 

im
pl

iq
ue

 q
ue

 c
et

te
 li

m
ite

 e
st

 p
os

iti
ve

 o
u 

nu
lle

. 
L

’e
ns

em
bl

e 
A

 p
eu

t s
’é

cr
ir

e 
: 

  
(

)
{

}
/

0
A

x
g

x
=

∈
=

�
 

E
tu

di
on

s 
ic

i l
e 

ca
s 

où
 l’

en
se

m
bl

e 
A

 e
st

 l’
en

se
m

bl
e 

vi
de

 ; 
su

pp
os

on
s 

qu
’i

l e
xi

st
e 

de
ux

 
ré

el
s 

a 
et

 b
 te

ls
 q

ue
 a

 <
 b

 e
t g

(a
) 

<
 0

 <
 g

(b
) 

; l
a 

co
nt

in
ui

té
 e

t l
a 

st
ri

ct
e 

m
on

ot
on

ie
 d

e 
g 

im
pl

iq
ue

ra
it 

l’
ex

is
te

nc
e 

d’
un

 r
ée

l c
, c

om
pr

is
 e

nt
re

 a
 e

t b
 te

l q
ue

 g
(c

) 
=

 0
 ; 

or
 A

 e
st

 
l’

en
se

m
bl

e 
vi

de
. I

l y
 a

 d
on

c 
un

e 
co

nt
ra

di
ct

io
n.

 
O

n 
en

 d
éd

ui
t d

on
c 

qu
e 

si
 a

 e
st

 u
n 

ré
el

 v
ér

if
ia

nt
 f(

a)
 <

 a
, (

re
sp

 : 
f(

a)
 >

 a
) 

al
or

s 
po

ur
 to

ut
 

ré
el

 b
 s

up
ér

ie
ur

 (
re

sp
 : 

in
fé

ri
eu

r)
 à

 a
, f

(b
) 

<
 b

 ; 
la

 c
ro

is
sa

nc
e 

de
 g

 p
er

m
et

 d
éc

ri
re

 
l’i

né
ga

lit
é 

po
ur

 t
ou

t b
 <

 a
 (

re
sp

 : 
b 

>
 a

).
 

E
n 

co
nc

lu
si

on
, s

’i
l e

xi
st

e 
un

 r
ée

l a
 te

l q
ue

 f(
a)

 <
 a

 (
re

sp
 : 

f(
a)

 >
 a

),
 a

lo
rs

 p
ou

r 
to

ut
 r

ée
l x

, 
f(

x)
 <

 x
 (

re
sp

 : 
f(

x)
 >

 x
) 

et
 n

ou
s 

so
m

m
es

 d
an

s 
le

s 
de

ux
 c

as
 é

vo
qu

és
 c

i-
de

ss
us

. 

5.
 

P
os

on
s 

f d
éf

in
ie

 s
ur

 R
 p

ar
 f(

x)
 =

 2
x 

– 
a 

; i
l e

st
 c

la
ir

 q
ue

 f 
es

t c
on

tin
ue

 e
t m

on
ot

on
e 

su
r 
R

 

et
 q

ue
 d

e 
pl

us
, p

ou
r 

to
ut

 r
ée

ls
 x

 e
t y

, 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
2

2
2

f
x

f
y

x
a

y
a

x
y

x
y

−
=

−
−

−
=

−
≥

−
 

O
n 

vé
ri

fi
e 

im
m

éd
ia

te
m

en
t q

ue
 A

 =
 {

a}
. 

O
n 

su
pp

os
e 

m
ai

nt
en

an
t q

ue
 A

 c
on

tie
nt

 a
u 

m
oi

ns
 d

eu
x 

po
in

ts
 ; 

so
it 

a 
et

 b
, a

ve
c 

a 
<

 b
, 

de
ux

 p
oi

nt
s 

qu
el

co
nq

ue
 d

e 
A

 ; 
on

 a
 f(

a)
 =

 a
 e

t f
(b

) 
=

 b
 ; 

d’
ap

rè
s 

la
 q

ue
st

io
n 

3,
 la

 
re

st
ri

ct
io

n 
de

 f 
à 

[a
, b

] 
es

t l
’i

de
nt

it
é 

; d
on

c 
qu

el
 q

ue
 s

oi
t l

e 
ré

el
 x

 c
om

pr
is

 e
nt

re
 a

 e
t b

, x
 

ap
pa

rt
ie

nt
 à

 A
 e

t p
ar

 s
ui

te
, A

 e
st

 u
n 

in
te

rv
al

le
. 

Po
ur

 m
on

tr
er

 q
ue

 A
 e

st
 f

er
m

é,
 o

n 
va

 m
on

tr
er

 q
ue

 to
ut

e 
su

it
e 

(x
n)

 d
’é

lé
m

en
ts

 d
e 

A
, 

co
nv

er
ge

nt
e 

da
ns

 R
, a

dm
et

 s
a 

lim
ite

 d
an

s 
A

. 

Si
 (x

n)
 e

st
 u

ne
 s

ui
te

 d
’é

lé
m

en
ts

 d
e 

A
, c

on
ve

rg
en

te
 v

er
s 

un
 r

ée
l x

, a
lo

rs
 

(
)

(
)

n
n

g
x

∈
�

 e
st

 

co
ns

ta
nt

e 
et

 é
ga

le
 à

 la
 s

ui
te

 n
ul

le
 ; 

g 
co

nt
in

ue
 e

n 
0,

 o
n 

en
 d

éd
ui

t d
on

c 

  
(

)
(

)
li

m
0

n
n

g
x

g
x

→
+∞

=
=

. 

et
 d

on
c 

qu
e 

x 
ap

pa
rt

ie
nt

 à
 A

. D
on

c 
A

 e
st

 u
n 

in
te

rv
al

le
 f

er
m

é 
de

 R
. 

E
xe

rc
ic

e 
3.

 
 (

*)
 

1.
 

P
ou

r 
to

ut
 n

om
br

e 
ré

el
 x

, o
n 

no
te

 
x

 s
a 

pa
rt

ie
 e

nt
iè

re
. D

ét
er

m
in

er
 

  
lim x

x x
→

+∞





  

  e
t  

 
lim x

x x
→

−∞





  

2.
 

So
it 

x 
un

 n
om

br
e 

ré
el

 q
ue

lc
on

qu
e,

 fi
xé

. D
ét

er
m

in
er

 

  
lim n

nnx
→

+∞





  

��
��

��
��

��
�	�


��



����������������������
����������	�
��������	���

3.
 

E
n 

dé
du

ir
e 

qu
e 

to
ut

 n
om

br
e 

ré
el

 e
st

 li
m

ite
 d

’u
ne

 s
ui

te
 d

e 
no

m
br

es
 d

éc
im

au
x.

 

4.
 

O
n 

no
te

 D
 l’

en
se

m
bl

e 
de

s 
no

m
br

es
 d

éc
im

au
x 

; 
en

 u
til

is
an

t l
a 

qu
es

tio
n 

pr
éc

éd
en

te
, 

m
on

tr
er

 q
ue

 s
i a

 e
t b

 s
on

t d
eu

x 
ré

el
s 

te
ls

 q
ue

 a
 <

 b
, a

lo
rs

 ]
[

,a
b

∩
≠

∅
D

 

  C
or

ri
gé

 3
 

1.
 

D
e 

la
 d

éf
in

iti
on

 
1

x
x

x
≤

<
+













, o
n 

dé
du

it 
1

x
x

x
−

<
≤







. P
ar

 le
 th

éo
rè

m
e 

d’
en

ca
dr

em
en

t (
co

ur
am

m
en

t a
pp

el
é 

th
éo

rè
m

e 
de

s 
ge

nd
ar

m
es

),
 

  
lim

1
x

xx
→

+∞
=







   
et

   
lim

1
x

xx
→

−∞
=







 

2.
 

Si
 x

 e
st

 n
ul

, 
0

nnx
=







 e
t o

n 
en

 d
éd

ui
t q

ue
 l

im
0

n
x

nnx
→

+∞
=

=






. 

S
up

po
so

ns
 x

 s
tr

ic
te

m
en

t p
os

it
if

 ; 
x

n
nx

nx
nx

=
⋅













 ; 
or

, x
 é

ta
nt

 s
tr

ic
te

m
en

t p
os

it
if

, 

(
)

lim n
nx

→
+∞

=+
∞

 ; 
on

 p
eu

t a
pp

liq
ue

r 
la

 q
ue

st
io

n 
pr

éc
éd

en
te

 : 

  
lim

lim
n

n
x

x
n

nx

nx
nx

→
+∞

→
+∞

=
⋅

=





















 

E
nf

in
 s

i x
 e

st
 s

tr
ic

te
m

en
t n

ég
at

if
, 

(
)

lim n
nx

→
+∞

=−
∞

 e
t o

n 
pe

ut
 e

nc
or

e 
ap

pl
iq

ue
r 

la
 p

re
m

iè
re

 

qu
es

tio
n 

: 

  
lim

lim
n

n
x

x
n

nx

nx
nx

→
+∞

→
+∞

=
⋅

=





















 

A
in

si
, p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l x
, 

  
lim n

x
nnx

→
+∞

=






 

3.
 

So
it 

a 
un

 n
om

br
e 

ré
el

 ; 
si

 a
 e

st
 u

n 
no

m
br

e 
dé

ci
m

al
, o

n 
co

ns
id

èr
e 

la
 s

ui
te

 c
on

st
an

te
 

(x
n)

 =
 (

a)
. C

et
te

 s
ui

te
 e

st
 c

on
ve

rg
en

te
 d

e 
lim

ite
 a

 e
t r

ép
on

d 
à 

la
 q

ue
st

io
n.

 
Si

 a
 e

st
 u

n 
no

m
br

e 
ré

el
 n

on
 d

éc
im

al
, o

n 
po

se
, p

ou
r 

to
ut

 e
nt

ie
r 

na
tu

re
l n

, 

  
1010

n n
nx

a
=





  

D
’a

pr
ès

 la
 q

ue
st

io
n 

pr
éc

éd
en

te
, l

a 
su

ite
 (

x n
) 

es
t c

on
ve

rg
en

te
 d

e 
lim

ite
 a

. 
E

xe
m

pl
e 

: L
es

 p
re

m
ie

rs
 te

rm
es

 d
e 

la
 s

ui
te

 d
e 

no
m

br
es

 d
éc

im
au

x 
co

nv
er

ge
nt

e 
ve

rs
 π

 e
st

 

  
0

1
2

3
4

5
6

3
3,

1
3,

14
3,

14
1

3,
14

15
3,

14
15

9
3,

14
15

92
nn x

 

4.
 

C
on

si
dé

ro
ns

 l
’é

lé
m

en
t 

2

a
b

x
+

=
 d

e 
]a

, b
[.

 O
u 

bi
en

 x
 e

st
 u

n 
no

m
br

e 
dé

ci
m

al
 e

t d
an

s 
ce

 

ca
s 

]
[

,a
b

∩
≠

∅
D

, o
u 

bi
en

 x
 n

’e
st

 p
as

 u
n 

no
m

br
e 

dé
ci

m
al

. O
n 

co
ns

id
èr

e 
al

or
s 

la
 s

ui
te

 

(x
n)

 d
’é

lé
m

en
ts

 d
e 

D
 d

éf
in

ie
 p

ou
r 

to
ut

 e
nt

ie
r 

na
tu

re
l n

 p
ar

 : 

  
10 10

n

n
nx

x
=





  

C
et

te
 s

ui
te

 e
st

 c
on

ve
rg

en
te

 v
er

s 
le

 ré
el

 x
. D

’a
pr

ès
 la

 d
éf

in
iti

on
 d

e 
la

 c
on

ve
rg

en
ce

 d
’u

ne
 

su
ite

, o
n 

pe
ut

 é
cr

ir
e 

: 

  
0,

,
,

n
N

n
N

x
x

ε
ε

∀
>

∃
∈

∀
≥

−
≤

�
 

E
n 

l’
ap

pl
iq

ua
nt

 à
 

3

b
a

ε
−

=
, o

n 
a 

po
ur

 n
 =

 N
, 

  
3

2
N

b
a

b
a

x
x

−
−

−
≤

<
 

Il
 s

’e
ns

ui
t q

ue
 

]
[

,
,

2
2

N

b
a

b
a

x
x

x
a

b
−

−
∈

−
+

=









 ; 

co
m

m
e 

pa
r 

ai
lle

ur
s,

 x
N
 e

st
 u

n 

no
m

br
e 

dé
ci

m
al

, o
n 

a 
en

co
re

 d
an

s 
ce

 c
as

, 
]

[
,a

b
∩

≠
∅

D
. 

D
an

s 
l’

ex
er

ci
ce

 s
ui

va
nt

, o
n 

se
 p

ro
po

se
 d

e 
dé

te
rm

in
er

 to
ut

es
 le

s 
fo

nc
tio

ns
 c

on
tin

ue
s 

vé
ri

fia
nt

 
ce

rt
ai

ne
s 

re
la

tio
ns

. C
et

 e
xe

rc
ic

e 
fa

it 
in

te
rv

en
ir

 la
 c

on
tin

ui
té

 s
éq

ue
nt

ie
lle

 e
t l

e 
fa

it 
qu

e 
to

ut
 

no
m

br
e 

ré
el

 e
st

 li
m

ite
 d

’u
ne

 s
ui

te
 d

e 
no

m
br

es
 d

éc
im

au
x 

(e
xe

rc
ic

e 
3)

. 

E
xe

rc
ic

e 
4.

 
(*

*)
 

1èr
e
 p

ar
tie

 

O
n 

no
te

 F
 l’

en
se

m
bl

e 
de

s 
fo

nc
tio

ns
 c

on
tin

ue
s 

de
 R

 d
an

s 
R

 v
ér

ifi
an

t :

 
(1

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)

2
,

,

0
0

x
y

f
x

y
f

x
y

f
x

f
y

f

 ∀
∈

+
−

=









≥

 

R
 

1.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 F
 n

’e
st

 p
as

 l’
en

se
m

bl
e 

vi
de

. 
2.

 
Q

ue
lle

s 
so

nt
 le

s 
va

le
ur

s 
po

ss
ib

le
s 

de
 f(

0)
 ?

 
3.

 
M

on
tr

er
 q

ue
 f(

0)
 =

 0
 s

i, 
et

 s
eu

le
m

en
t s

i, 
f e

st
 la

 fo
nc

tio
n 

nu
lle

. 

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�

��
��

��
��

�
�	�
�


��



����������������������
����������	�
��������	���

4.
 

O
n 

su
pp

os
e 

qu
’i

l e
xi

st
e 

un
 é

lé
m

en
t f

 d
e 

F
 n

on
 n

ul
 e

t o
n 

su
pp

os
e 

da
ns

 c
et

te
 q

ue
st

io
n 

qu
e 

f 
s’

an
nu

le
 p

ou
r 

un
e 

va
le

ur
 a

 ≠
 0

. M
on

tr
er

 q
ue

 q
ue

l q
ue

 s
oi

t l
’e

nt
ie

r 
na

tu
re

l n
, 

0
2

na
f




=






 ;

 e
n 

dé
du

ir
e 

un
e 

co
nt

ra
di

ct
io

n.
 

5.
 

O
n 

su
pp

os
e 

qu
e 

f e
st

 u
n 

él
ém

en
t n

on
 n

ul
 d

e 
F

 ;
 c

al
cu

le
r 

f(
0)

 ;
 m

on
tr

er
 q

ue
 p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l 
x,

 f(
x)

 >
 0

 e
t q

ue
 f 

es
t u

ne
 fo

nc
tio

n 
pa

ir
e.

 

2èm
e  p

ar
tie

 

O
n 

dé
si

gn
e 

pa
r 

G
 l’

en
se

m
bl

e 
de

s 
fo

nc
tio

ns
 g

 d
e 

R
 d

an
s 
R

, d
éf

in
ie

s 
po

ur
 to

ut
 r

ée
l x

 p
ar

 :
 

 
(

)
(

)
,

,
ln

f
F

x
g

x
f

x
∃

∈
∀

∈
=







R
 

1.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 to
ut

 é
lé

m
en

t g
 d

e 
G

 e
st

 u
ne

 fo
nc

tio
n 

co
nt

in
ue

 d
éf

in
ie

 s
ur

 R
 e

t q
u’

el
le

 

vé
ri

fie
 :

 
 

(
)

(
)

(
)

(
)

,
,

2
x

y
g

x
y

g
x

y
g

x
g

y
∀

∈
+

+
−

=
+







R
 

(2
) 

2.
 

D
ét

er
m

in
er

 g
(0

) 
et

 m
on

tr
er

 q
ue

 g
 e

st
 u

ne
 fo

nc
tio

n 
pa

ir
e.

 
3.

 
D

ém
on

tr
er

 q
ue

 p
ou

r 
to

ut
 e

nt
ie

r 
na

tu
re

l n
, 

  
(

)
(

)
2

,
x

g
nx

n
g

x
∀

∈
=

R
 

M
on

tr
er

 q
ue

 la
 r

el
at

io
n 

pr
éc

éd
en

te
 r

es
te

 v
ra

ie
 p

ou
r 

n 
en

tie
r 

re
la

tif
. 

4.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 p
ou

r 
to

ut
 n

om
br

e 
ra

tio
nn

el
 r

 e
t p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l x
, 

(
)

(
)

2
g

r
x

r
g

x
⋅

=
. 

5.
 

O
n 

ad
m

et
 q

ue
 to

ut
 n

om
br

e 
ré

el
 e

st
 li

m
ite

 d
’u

ne
 s

ui
te

 d
e 

no
m

br
es

 d
éc

im
au

x 
et

 o
n 

po
se

 
g(

1)
 =

 λ
 ;

 d
ét

er
m

in
er

 g
(r

) 
po

ur
 to

ut
 r

at
io

nn
el

 r
, p

ui
s,

 d
ét

er
m

in
er

 g
(x

) 
po

ur
 x

 r
ée

l. 
6.

 
D

ét
er

m
in

er
 l’

en
se

m
bl

e 
F

. 
 C

or
ri

gé
 4

 
1èr

e
 p

ar
tie

 
1.

 
F

 n
’e

st
 p

as
 v

id
e 

pu
is

qu
’i

l c
on

tie
nt

 la
 f

on
ct

io
n 

nu
lle

. 

2.
 

E
n 

re
m

pl
aç

an
t x

 e
t y

 p
ar

 0
 d

an
s 

la
 r

el
at

io
n 

(1
),

 o
n 

ob
tie

nt
 

(
)

(
)

2
4

0
0

f
f

=












. O

n 
en

 

dé
du

it
, 

  
(

)
(

)
(

)
2

2
0

0
1

0
f

f
−

=












 

E
t p

ar
 s

ui
te

, 
(

)0
0

f
=

 o
u 

bi
en

 
(

)0
1

f
=

 ; 
le

 c
as

 o
ù 

(
)0

1
f

=
−

 e
st

 à
 e

xc
lu

re
 c

ar
 

(
)0

0
f

≥
. 

3.
 

O
n 

su
pp

os
e 

qu
e 

(
)

0
0

f
=

 ; 
al

or
s,

 p
ou

r 
to

ut
 r

ée
l x

, 
(

)
(

)
(

)
(

)2
f

x
x

f
x

x
f

x
f

x
+

−
=







 

et
 d

on
c 

(
)

(
)

(
)

2
2

0
0

f
x

f
x

f
=

=






 e

t p
ar

 s
ui

te
 

(
)

0
f

x
=

. 

R
éc

ip
ro

qu
em

en
t, 

si
 f 

es
t l

a 
fo

nc
tio

n 
nu

lle
, e

n 
pa

rt
ic

ul
ie

r,
 

(
)0

0
f

=
. 

D
’o

ù 
l’

éq
ui

va
le

nc
e.

 
4.

 
So

it 
f u

n 
él

ém
en

t n
on

 n
ul

 d
e 

F
 e

t u
n 

ré
el

 a
 n

on
 n

ul
 te

l q
ue

 f(
a)

 =
 0

. M
on

tr
on

s 
pa

r 

ré
cu

rr
en

ce
, q

ue
 p

ou
r 

to
ut

 e
nt

ie
r 

na
tu

re
l n

, 
0

2na
f


 =







 

A
va

nt
 to

ut
e 

ch
os

e,
 n

ot
on

s 
qu

e 
d’

ap
rè

s 
la

 q
ue

st
io

n 
pr

éc
éd

en
te

, f
(0

) 
≠ 

0.
 

In
iti

al
is

at
io

n 
: 

(
)

0
0

2a
f

f
a


 =

=






, d

on
c 

la
 p

ro
pr

ié
té

 e
st

 v
ra

ie
 p

ou
r 

n 
=

 0
. 

H
yp

ot
hè

se
 d

e 
ré

cu
rr

en
ce

 : 
O

n 
su

pp
os

e 
qu

e 
po

ur
 u

n 
n 

qu
el

co
nq

ue
 f

ix
é,

 
0

2
na

f



=







 

H
ér

éd
ité

 : 
O

n 
do

it 
en

 d
éd

ui
re

 q
ue

 
1

0
2

na
f

+



=







. 

O
n 

a,
 e

n 
re

m
pl

aç
an

t x
 e

t y
 p

ar
 2na

 d
an

s 
(1

),
 

(
)

2

1
0

2
2

n
n

a
a

f
f

f
+










=


















. O

r 

0
2na

f


 =






 p

ar
 h

yp
ot

hè
se

 d
e 

ré
cu

rr
en

ce
, d

on
c 

1
0

2
na

f
+




=






. 

C
on

cl
us

io
n 

: P
ou

r 
to

ut
 e

nt
ie

r 
na

tu
re

l n
, 

0
2

na
f




=






. 

L
a 

fo
nc

tio
n 

f é
ta

nt
 c

on
tin

ue
 s

ur
 R

, e
lle

 e
st

 c
on

tin
ue

 e
n 

0 
et

 o
n 

a 
: 

  
(

)
0

li
m

0
2

n
n

a
f

f
→

+∞




=
=







 

C
e 

qu
i c

on
tr

ed
it 

le
 f

ai
t q

ue
 f 

ne
 s

’a
nn

ul
e 

pa
s 

en
 0

. 
5.

 
O

n 
dé

du
it 

de
 la

 q
ue

st
io

n 
pr

éc
éd

en
te

 q
ue

 s
i f

 e
st

 u
n 

él
ém

en
t d

e 
F

 q
ui

 n
e 

s’
an

nu
le

 p
as

 e
n 

0,
 

al
or

s 
: 

 f(
0)

 =
 1

 

 
(

)
,

0
x

f
x

∀
∈

≠
R

et
 c

om
m

e 
(

)
,

0
x

f
x

∀
∈

≥
R

, o
n 

en
 d

éd
ui

t q
ue

 
(

)
,

0
x

f
x

∀
∈

>
R

. 

L
a 

fo
nc

tio
n 

f e
st

 d
éf

in
ie

 s
ur

 R
 ; 

m
on

tr
on

s 
qu

e 
qu

el
 q

ue
 s

oi
t l

e 
ré

el
 x

, 
(

)
(

)
f

x
f

x
−

=
. 

R
em

pl
aç

on
s 

da
ns

 la
 r

el
at

io
n 

(1
) 

x 
pa

r 
0 

et
 y

 p
ar

 x
. O

n 
ob

tie
nt

 : 

 
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
2

2
0

1
f

x
f

x
f

f
x

f
x

f
x

f
x

−
=

⇔
−

=












 

C
om

m
e 

(
)

,
0

x
f

x
∀

∈
≠

R
, o

n 
en

 d
éd

ui
t q

ue
 

(
)

(
)

f
x

f
x

−
=

 e
t d

on
c 

f e
st

 p
ai

re
. 

è

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�



����������������������
����������	�
��������	���

1.
 

Po
ur

 to
ut

 r
ée

l u
, 

(
)

0
f

u
>

 ; 
do

nc
 q

ue
ls

 q
ue

 s
oi

en
t l

es
 r

ée
ls

 x
 e

t y
, 

(
)

0
f

x
y

+
>

, 

(
)

0
f

x
y

−
>

, 
(

)
0

f
x

>
 e

t 
(

)
0

f
y

>
. L

eu
rs

 lo
ga

ri
th

m
es

 e
xi

st
en

t e
t o

n 
a 

: 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
,

,
ln

ln
2

ln
ln

x
y

f
x

y
f

x
y

f
x

f
y

∀
∈

+
+

−
=

+






R

 

et
 d

on
c 

: 
  

(
)

(
)

(
)

(
)

,
,

2
x

y
g

x
y

g
x

y
g

x
g

y
∀

∈
+

+
−

=
+







R
 

la
 f

on
ct

io
n 

g 
=

 ln
 f 

es
t d

éf
in

ie
 e

t c
on

tin
ue

 s
ur

 R
 c

om
m

e 
co

m
po

si
tio

n 
de

 f
on

ct
io

ns
 

co
nt

in
ue

s.
 

2.
 

E
n 

re
m

pl
aç

an
t x

 e
t y

 p
ar

 0
 d

an
s 

la
 r

el
at

io
n 

(2
),

 o
n 

ob
tie

nt
 : 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
0

0
2

0
0

g
g

g
g

+
=

+





 

E
t d

on
c 

g(
0)

 =
 0

. E
n 

re
m

pl
aç

an
t x

 p
ar

 0
 e

t y
 p

ar
 –

x,
 o

n 
a 

: 
  

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

2
0

2
g

x
g

x
g

g
x

g
x

+
−

=
+

=






 

C
om

m
e 

g(
0)

 =
 0

, o
n 

ob
ti

en
t a

pr
ès

 r
éd

uc
tio

n 
(

)
(

)
g

x
g

x
−

=
 e

t p
ar

 s
ui

te
 g

 e
st

 u
ne

 

fo
nc

tio
n 

pa
ir

e.
 

3.
 

M
on

to
ns

 p
ar

 r
éc

ur
re

nc
e 

su
r 

n 
qu

e 
(

)
(

)
2

,
x

g
nx

n
g

x
∀

∈
=

R
. 

In
iti

al
is

at
io

n 
: L

a 
re

la
tio

n 
es

t v
ra

ie
 p

ou
r 

n 
=

 0
 e

t p
ou

r 
n 

=
 1

 : 

(
)

(
)

2
,

0
0

0
x

g
x

g
x

∀
∈

=
=

R
 e

t 
(

)
(

)
(

)
2

,
1

1
x

g
x

g
x

g
x

∀
∈

=
=

R
 

H
yp

ot
hè

se
 d

e 
ré

cu
rr

en
ce

 : 
O

n 
su

pp
os

e 
la

 r
el

at
io

n 
vr

ai
e 

ju
sq

u’
à 

un
 r

an
g 

n 
qu

el
co

nq
ue

 
fi

xé
 s

up
ér

ie
ur

 o
u 

ég
al

 à
 1

 ; 
en

 p
ar

tic
ul

ie
r 

: 

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

2
2

,
 e

t 
1

1
x

g
nx

n
g

x
g

n
x

n
g

x
∀

∈
=

−
=

−
R

. 

H
ér

éd
ité

 : 
(

)
(

)
(

)
(

)
,

2
x

g
nx

x
g

nx
x

g
nx

g
x

∀
∈

+
+

−
=

+






R

 ; 
on

 e
n 

dé
du

it
 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
,

1
2

1
x

g
n

x
g

nx
g

x
g

n
x

∀
∈

+
=

+
−

−






R

 

so
it,

 e
n 

ut
ili

sa
nt

 l’
hy

po
th

ès
e 

de
 r

éc
ur

re
nc

e 
: 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
2

2
,

1
2

1
1

x
g

n
x

n
g

x
n

g
x

∀
∈

+
=

+
−

−
R

 

E
t a

pr
ès

 r
éd

uc
tio

n 
: 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
2

,
1

1
x

g
n

x
n

g
x

∀
∈

+
=

+
R

 

C
on

cl
us

io
n 

: P
ou

r 
to

ut
 e

nt
ie

r 
na

tu
re

l n
, 

(
)

(
)

2
,

x
g

nx
n

g
x

∀
∈

=
R

. 

L
a 

pa
ri

té
 d

e 
g 

pe
rm

et
 d

’é
cr

ir
e 

po
ur

 n
 e

nt
ie

r 
né

ga
tif

, 
 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
2

2
,

x
g

nx
g

nx
n

g
x

n
g

x
∀

∈
=

−
=

−
=

R
 

4.
 

So
it 

r 
un

 n
om

br
e 

ra
tio

nn
el

 ; 
il 

ex
is

te
 d

eu
x 

en
tie

rs
 p

 e
t q

 te
ls

 q
ue

 

  

*
,

,
 e

t 
 p

re
m

ie
rs

 e
nt

re
 e

ux
p

q
p

q

p
r

q


∈

∈
 

=
 

Z
N

 

O
n 

a 
: 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
2

2
,

x
g

px
p

g
x

g
qr

x
q

g
r

x
∀

∈
=

=
⋅

=
⋅

R
 

D
on

c 

  
(

)
(

)
(

)
2

2
2

,
p

x
g

r
x

g
x

r
g

x
q

∀
∈

⋅
=

=
R

 
(3

) 

5.
 

O
n 

po
se

 
()1

g
λ

=
 ; 

al
or

s 
on

 a
 im

m
éd

ia
te

m
en

t p
ou

r 
to

ut
 r

at
io

nn
el

 r
, e

n 
re

m
pl

aç
an

t x
 p

ar
 

1 
da

ns
 l’

ex
pr

es
si

on
 (

3)
 c

i-
de

ss
us

, 
(

)
2

g
r

rλ
=

 

O
n 

a 
m

on
tr

é 
da

ns
 l’

ex
er

ci
ce

 3
 q

ue
 to

ut
 n

om
br

e 
ré

el
 e

st
 li

m
ite

 d
’u

ne
 s

ui
te

 d
e 

dé
ci

m
au

x 
; 

so
it

 x
 u

n 
no

m
br

e 
ré

el
 e

t (
r n

) 
un

e 
su

ite
 d

e 
no

m
br

es
 d

éc
im

au
x 

co
nv

er
ge

nt
e 

ve
rs

 x
. l

a 
co

nt
in

ui
té

 d
e 

g 
en

 x
 im

pl
iq

ue
 : 

  
(

)
(

)
(

)
2

2
li

m
lim

n
n

n
n

g
x

g
r

r
x

λ
λ

→
+∞

→
+∞

=
=

=
 

6.
 

D
’a

pr
ès

 c
e 

qu
i p

ré
cè

de
, o

n 
a 

l’
in

cl
us

io
n 

  
{

}
(

)
(

)
{

}
2

0
,

/
,

x
F

f
C

f
x

eλ
λ

⊂
∪

∈
∃

∈
=

R
R

R
 

O
n 

vé
ri

fi
e 

im
m

éd
ia

te
m

en
t q

ue
 to

ut
e 

fo
nc

tio
n 

de
 la

 f
or

m
e 

2 x
x

eλ
�

 e
st

 b
ie

n 
un

 é
lé

m
en

t 
de

 F
 ; 

en
 e

ff
et

, o
n 

a 
la

 r
el

at
io

n 
: 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)(
)

2
2

2
2

2
2

4
x

y
x

y
x

y
x

y
xy

x
y

e
e

e
e

e
e

λ
λ

λ
λ

λ
λ




+
+

−
+

−






=

=
=

 

et
 o

n 
en

 d
éd

ui
t d

on
c 

qu
e 

  
{

}
(

)
(

)
{

}
2

0
,

/
,

x
F

f
C

f
x

eλ
λ

=
∪

∈
∃

∈
=

R
R

R
. 

L’
ex

er
ci

ce
 q

ui
 s

ui
t, 

m
et

 e
n 

lu
m

iè
re

 d
eu

x 
fa

ut
es

 a
us

si
 g

ra
ve

s 
qu

e 
fr

éq
ue

nt
es

 s
ur

 u
ne

 m
êm

e 
lim

ite
 q

ue
 to

ut
 é

tu
di

an
t d

e 
se

co
nd

e 
an

né
e 

do
it 

s’
av

oi
r 

tr
ai

te
r 

sa
ns

 r
éf

lé
ch

ir
. 

E
xe

rc
ic

e 
5.

 
(*

) 
P

ou
r 

dé
te

rm
in

er
 

 
 

1
lim

1
x

x
x







→
+∞




−






 

de
ux

 é
tu

di
an

ts
 p

ro
po

se
nt

 le
s 

so
lu

tio
ns

 s
ui

va
nt

es
 :

 
1èr

e
 s

ol
ut

io
n 

2èm
e  p

ar
tie

 

��
��

��
��

��
�	�


��



����������������������
����������	�
��������	���

 
1

lim
1

1
x

x
→

+∞




−
=







 

Q
ue

l q
ue

 s
oi

t l
e 

ré
el

 x
, 

1
1

x 





=
; 

et
 p

ar
 s

ui
te

, o
n 

a:
 

 
1

lim
1

li
m

1
1

x
x

x
x

x













→
+∞

→
+∞




−
=

=






 

2èm
e  s

ol
ut

io
n 

P
ou

r 
to

ut
 r

ée
l x

 s
up

ér
ie

ur
 à

 2
, p

ar
 e

xe
m

pl
e 

: 

 
1

0
1

1
x

<
−

<
 

O
r,

 q
ue

l q
ue

 s
oi

t l
e 

ré
el

 
]

[
q

∈
0

1,
, 

lim n

n
q

→
+∞

=
0

. I
l e

n 
ré

su
lte

 q
ue

 
1

lim
1

0
x

x
x







→
+∞




−
=







 

Le
s 

de
ux

 s
ol

ut
io

ns
 p

ro
po

sé
es

 s
on

t f
au

ss
es

 ;
 p

ou
rq

uo
i ?

 
D

ét
er

m
in

er
 c

et
te

 li
m

ite
. 

  C
or

ri
gé

 5
 

D
an

s 
un

 c
as

 c
om

m
e 

da
ns

 l'
au

tr
e,

 p
ou

r 
ca

lc
ul

er
 la

 li
m

ite
 d

em
an

dé
e,

 l’
ét

ud
ia

nt
 c

al
cu

le
 d

es
 

lim
ite

s 
« 

pa
rt

ie
lle

s 
»:

 

 
L

e 
pr

em
ie

r 
co

ns
id

èr
e 

d'
ab

or
d 

la
 li

m
ite

 d
e 

1
1

x



−





, p

u
is

 d
e 

1n  , 
ce

 q
ui

 e
st

 a
bs

ur
de

 

ca
r 

on
 n

e 
pe

ut
 p

as
 f

ai
re

 te
nd

re
 x

 v
er

s 
l'i

nf
in

i d
an

s 
un

e 
pa

rt
ie

 d
e 

l'e
xp

re
ss

io
n 

sa
ns

 le
 f

ai
re

 te
nd

re
 

ve
rs

 l'
in

fi
ni

 d
an

s 
to

ut
e 

l'e
xp

re
ss

io
n;

 o
n 

ob
tie

nt
 e

n 
fa

it 
un

e 
fo

rm
e 

in
dé

te
rm

in
ée

 1
∞

 

 
L

e 
de

ux
iè

m
e 

fi
xe

 u
ne

 v
al

eu
r 

de
 x

 e
t 

re
m

ar
qu

e 
qu

e
1

1
x




−





 e
st

 u
n 

ré
el

 s
tr

ic
te

m
en

t 

co
m

pr
is

 e
nt

re
 0

 e
t 1

 ; 
on

 l'
él

èv
e 

à 
la

 p
ui

ss
an

ce
 

x 



 

; m
ai

s,
 lo

rs
qu

’o
n 

di
t

 
"

1
1

lim
0

n

n
q

q
→

+∞
−

<
<

⇒
=

 d
on

c 
1

lim
1

0
x

x
x







→
+∞




−
=







" 

on
 c

om
m

et
 l’

er
re

ur
 c

la
ss

iq
ue

 d
’o

ub
lie

r 
qu

e 
q 

do
it 

êt
re

 u
ne

 c
on

st
an

te
, j

e 
ve

ux
 d

ir
e 

un
e 

ex
pr

es
si

on
 in

dé
pe

nd
an

te
 d

e 
l’

ex
po

sa
nt

, c
e 

qu
i n

’e
st

 p
as

 le
 c

as
 d

an
s 

l’
ex

pr
es

si
on

 c
on

si
dé

ré
e.

 

A
 v

ra
i d

ir
e,

 lo
rs

qu
e 

x 
te

nd
 v

er
s 

l'i
nf

in
i, 

1
1

x



−





 te

nd
 v

er
s 

1 
et

 o
n 

a 
un

e 
fo

rm
e 

in
dé

te
rm

in
ée

 

co
nn

ue
 : 

1∞
. 

Il
 e

xi
st

e 
tr

oi
s 

fo
rm

es
 in

dé
te

rm
in

ée
s 

1∞
, 0

0  e
t ∞

0  q
ui

 s
e 

tr
ai

te
 d

e 
la

 m
êm

e 
fa

ço
n:

 
da

ns
 c

ha
cu

n 
de

 c
es

 c
as

, l
'e

xp
os

an
t 

es
t 

va
ri

ab
le

, d
on

c 
l'é

cr
itu

re
 d

on
né

e 
es

t c
el

le
 d

'u
ne

 
ex

p
on

en
ti

el
le

. 

E
cr

iv
on

s 
l’

ex
pr

es
si

on
 s

ou
s 

fo
rm

e 
ex

po
ne

nt
ie

lle
 : 

 
 

1
ln

1
1

1
x

x
x

e
x










−















−

=






 

U
til

is
on

s 
al

or
s 

la
 li

m
ite

 tr
ou

vé
e 

da
ns

 l’
ex

er
ci

ce
 3

 : 
[

]
li

m
1

x

x x
→

+∞
=

 ; 
on

 p
eu

t é
cr

ir
e 

: 

 
 

1
ln

1
1

1
x

x
x

x
x

e
x



















−















−

=






 

O
n 

a 
[

]
li

m
1

x

x x
→

+∞
=

 e
t 

1
li

m
ln

1
1

x
x

x
→

+∞




−
=

−






 c

ar
 

(
)

0
ln

1
~

u
u

u
→

+
 ; 

on
 e

n 
dé

du
it 

qu
e 

 
 

[
]

1
1

1
lim

1
x

x
e

x
e

−

→
+∞




−
=

=






 

C
al

cu
l i

n
té

gr
al

 
M

ai
nt

en
an

t, 
no

us
 v

ou
s 

pr
op

os
on

s 
un

 p
et

it 
ex

er
ci

ce
 d

on
né

 à
 l’

or
al

 d
e 

l’
E

SC
P 

; 
il 

fa
it 

le
 li

en
 

en
tr

e 
fo

nc
tio

n 
dé

fin
ie

 p
ar

 u
ne

 in
té

gr
al

e 
et

 p
ri

m
iti

ve
 (

po
ur

 le
s 

fo
nc

tio
ns

 c
on

tin
ue

s)
. E

xe
rc

ic
e 

sa
ns

 tr
op

 d
e 

di
ffi

cu
lté

s,
 a

cc
es

si
bl

e 
à 

to
us

. 
To

ut
ef

oi
s,

 n
ou

s 
ad

m
et

tr
on

s,
 p

ou
r 

la
 d

er
ni

èr
e 

qu
es

tio
n,

 la
 p

ro
pr

ié
té

 s
ui

va
nt

e 
: 

- 
Si

 f 
es

t u
ne

 fo
nc

tio
n 

co
nt

in
ue

 s
ur

 u
n 

in
te

rv
al

le
 ]

b,
 a

] 
ou

 [
a,

 b
[ 

- 
Si

 f 
es

t d
e 

cl
as

se
 C

1  s
ur

 ]
b,

 a
[ 

ou
 ]

a,
 b

[ 
- 

Si
 f’

 a
 u

ne
 li

m
ite

 fi
ni

e 
en

 a
 

A
lo

rs
 f 

es
t d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
 ]

b,
 a

] 
ou

 [
a,

 b
[.

 

E
xe

rc
ic

e 
6.

 
(*

*)
 

P
ou

r 
to

ut
 r

ée
l x

 >
 0

, o
n 

po
se

 
(

)
1

co
s

x
t

g
x

dt
t

=
∫

, e
t p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l x
 n

on
 n

ul
, 

(
)

3
co

s
x

x

t
f

x
dt

t
=

∫
. 

1.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 
es

t d
e 

cl
as

se
 C

1  s
ur

 
*
R

 e
t é

tu
di

er
 s

a 
pa

ri
té

. 
2.

 
M

on
tr

er
 q

ue
 g

 e
st

 d
éf

in
ie

, c
on

tin
ue

 e
t d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
]

[
0,

+
∞

 ;
 c

al
cu

le
r 

g’
(x

).
 

3.
 

D
on

ne
r 

un
e 

re
la

tio
n 

si
m

pl
e 

en
tr

e 
f e

t g
 s

ur
 ]

[
0,

+
∞

et
 s

ur
 ]

[
,0

−∞
  

4.
 

D
on

ne
r 

l’
ex

pr
es

si
on

 d
e 

f’
(x

) 
po

ur
 to

ut
 r

ée
l x

 n
on

 n
ul

. 
5.

 
M

on
tr

er
, à

 l’
ai

de
 d

’u
ne

 in
té

gr
at

io
n 

pa
r 

pa
rt

ie
s,

 q
ue

 f 
ad

m
et

 u
ne

 li
m

ite
 e

n 
+

∞
. 

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�

�
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�	
�

	�
��
��
�
�	
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��

��
��

��
�	�
�


��



����������������������
����������	�
��������	���

6.
 

D
ét

er
m

in
er

 

  
3

0

1
co

s
li

m
x

x
x

t dt
t

→

−
∫

 

E
n 

dé
du

ir
e 

qu
e 

f a
dm

et
 u

ne
 li

m
ite

 e
n 

0 
qu

’o
n 

pr
éc

is
er

a.
 

7.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 
pr

ol
on

gé
e 

en
 0

 p
ar

 la
 v

al
eu

r 
de

 la
 li

m
ite

 tr
ou

vé
e 

ci
-d

es
su

s,
 e

st
 d

e 
cl

as
se

 

C
1  s

ur
 R

. 

C
or

ri
gé

 6
 

1.
 

L
es

 f
on

ct
io

ns
 x

x
�

 e
t 

3
x

x
�

 s
on

t d
e 

cl
as

se
s 

C
1  s

ur
 ]

–∞
, 0

[ 
et

 s
ur

 ]
0,

 +
∞

[ 
à 

va
le

ur
s 

re
sp

ec
tiv

em
en

t d
an

s 
]–

∞
, 0

[ 
et

 d
an

s 
]0

, +
∞

[.
 L

a 
fo

nc
tio

n 
co

st
t

t
�

 e
st

 c
on

tin
ue

 s
ur

 ]
–

∞
, 0

[ 
et

 s
ur

 ]
0,

 +
∞

[ 
do

nc
 la

 f
on

ct
io

n 
f e

st
 d

éf
in

ie
 e

t a
us

si
 d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
 c

ha
cu

n 
de

s 

in
te

rv
al

le
s 

]–
∞

, 0
[ 

et
 ]

0,
 +

∞
[.

 O
n 

no
te

ra
 

]
[

]
[

,0
0,

D
=

−∞
∪

+
∞

. A
in

si
, p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l x
 

ap
pa

rt
en

an
t à

 D
, –

x 
y 

ap
pa

rt
ie

nt
 a

us
si

 e
t 

  
(

)
3

co
s

x

x

t
f

x
dt

t

− −
−

=
∫

 

O
n 

co
ns

id
èr

e 
le

 c
ha

ng
em

en
t d

e 
va

ri
ab

le
 t 

=
 –

u 
; c

on
cr

èt
em

en
t, 

on
 c

on
si

dè
re

 l’
ap

pl
ic

at
io

n 

ϕ 
de

 l’
in

te
rv

al
le

 I
 d

’e
xt

ré
m

ité
s 

–x
 e

t –
3x

, à
 v

al
eu

rs
 d

an
s R

 d
éf

in
ie

 p
ar

 

(
)

u
t

u
u

ϕ
=

=
−

�
 ; 

ce
tte

 a
pp

lic
at

io
n 

es
t d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
 I

 e
t 

 
(

)
(

) (
)

(
)

3
3

3
co

s
co

s
co

s
x

x
x

x
x

x

u
t

u
f

x
dt

du
du

f
x

t
u

u

− −

−
−

=
=

−
=

=
−

∫
∫

∫
 

do
nc

 la
 f

on
ct

io
n 

f e
st

 p
ai

re
 s

ur
 D

. 

2.
 

L
a 

fo
nc

tio
n 

co
st

t
t

�
 e

st
 c

on
tin

ue
 s

ur
 ]

0,
 +

∞
[,

 d
on

c 
la

 f
on

ct
io

n 
g 

es
t d

éf
in

ie
 s

ur
 ]

0,
 +

∞
[ 

et
 g

 e
st

 la
 p

ri
m

iti
ve

 d
e 

co
st

t
t

�
 q

ui
 s

’a
nn

ul
e 

en
 1

. I
l e

n 
ré

su
lte

 q
ue

, p
ou

r 
to

ut
 r

ée
l x

 

st
ri

ct
em

en
t p

os
it

if
, 

(
)

co
s

x
g

x
x

′
=

. 

3.
 

Po
ur

 to
ut

 r
ée

l x
 s

tr
ic

te
m

en
t p

os
it

if
, 

  
(

)
(

)
(

)
3 1

1

co
s

co
s

3
x

x
t

t
f

x
dt

dt
g

x
g

x
t

t
=

−
=

−
∫

∫
 

et
 p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l x
 s

tr
ic

te
m

en
t n

ég
at

if
, 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
3

f
x

f
x

g
x

g
x

=
−

=
−

−
−

 

4.
 

Po
ur

 to
ut

 r
ée

l x
 s

tr
ic

te
m

en
t p

os
it

if
, 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
co

s
3

co
s

3c
os

3
co

s
3

3
3

x
x

x
x

f
x

g
x

g
x

x
x

x−
′

′
′

=
−

=
−

=
 

et
 p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l x
 s

tr
ic

te
m

en
t n

ég
at

if
, 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
3c

os
3

co
s

3
3

3

x
x

f
x

g
x

g
x

x
x

−
−

−
′

′
′

=
−

−
+

−
=

+
−

−
 

Fi
na

le
m

en
t, 

po
ur

 to
ut

 r
ée

l x
 n

on
 n

ul
, 

  
(

)
(

)
co

s
3

co
s

x
x

f
x

x−
′

=
 

5.
 

So
it 

x 
un

 r
ée

l s
tr

ic
te

m
en

t p
os

it
if

 e
t I

 l’
in

te
rv

al
le

 d
’e

xt
ré

m
ité

s 
x 

et
 3

x 
: o

n 
po

se
 

  
()

()

()
()

2

si
n

co
s

1
1

u
t

t
u

t
t

v
t

v
t

t
t

′
=

=

′
=

=
−

 

L
es

 d
eu

x 
fo

nc
tio

ns
 s

on
t d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
 I

. O
n 

a 
: 

  
(

)
(

)
3

3
3

2
2

si
n

3
si

n
si

n
si

n
si

n
3

x
x

x

x
x

x

x
t

t
x

t
f

x
dt

dt
t

t
x

x
t




=
+

=
−

+






∫

∫
 

O
n 

a 

  
(

)
si

n
3

1
0

3
3

x

x

x
x

→
+∞

≤



→

 
 

si
n

1
0

x

x
x

x
→

+∞
≤




→
 

et
 d

’a
ut

re
 p

ar
t 

: 

  
3

3
3

2
2

2

si
n

si
n

1
1

2
0

3
3

x
x

x

x
x

x
x

t
t

dt
dt

dt
t

t
t

x
x

x
→

+∞









≤

≤
=

−
−

−
=




→


















∫

∫
∫

 

do
nc

 
(

)
lim

0
x

f
x

→
+∞

=
 

6.
 

L
a 

fo
nc

tio
n 

1
co

st
t

t

−
�

 e
st

 c
on

tin
ue

 s
ur

 to
ut

 s
eg

m
en

t i
nc

lu
s 

da
ns

 ]
–∞

, 0
[ 

et
 d

an
s 

]0
, +

∞
[ 

; e
lle

 e
st

 p
ro

lo
ng

ea
bl

e 
pa

r 
co

nt
in

ui
té

 e
n 

0 
ca

r 
2

0
1

co
s

~
2

t

t
t

→
−

 e
t d

on
c 

0
0

1
co

s
~

0
2

t
tt

t

t
→

→

−



→

. S
oi

t h
 la

 f
on

ct
io

n 
co

nt
in

ue
 s

ur
 R

 d
éf

in
ie

 p
ar

 : 

  
() (

)

1
co

s
   

si
  

0

0
0

t
h

t
t

t
h

−


=
≠

  
=



 

A
lo

rs
 h

 a
dm

et
 d

es
 p

ri
m

iti
ve

s 
su

r 
R

 e
t s

i H
 d

és
ig

ne
 l’

un
e 

d’
en

tr
e 

el
le

, o
n 

a 
: 

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�



����������������������
����������	�
��������	���

  
()

(
)

(
)

3
3

0
0

0

1
co

s
lim

lim
lim

3
x

x

x
x

x
x

x

t dt
h

t
dt

H
x

H
x

t
→

→
→

−
=

=
−







∫
∫

 

la
 c

on
tin

ui
té

 d
e 

H
 e

n 
0 

im
pl

iq
ue

 q
ue

 
3

0

1
co

s
li

m
0

x

x
x

t
dt

t
→

−
=

∫
  (

1)
. 

O
r 

on
 a

 

  
(

)
[

]
3

3
3

3
1

1
co

s
1

co
s

ln
x

x
x

x

x
x

x
x

t
t

f
x

dt
dt

t
dt

t
t

t
−

−
=

−
=

−
∫

∫
∫

 

  
(

)
(

)
3

3
1

co
s

1
co

s
ln

3
ln

ln
3

x
x

x
x

t
t

f
x

x
x

dt
dt

t
t

−
−

=
−

−
=

−
∫

∫
 

E
n 

ut
ili

sa
nt

 (
1)

, o
n 

en
 d

éd
ui

t q
ue

 
(

)
0

lim
ln

3
x

f
x

→
=

. 

7.
 

L
a 

fo
nc

tio
n 

f d
éf

in
ie

 p
ar

 : 

  
(

)
(

)

3
co

s
   

si
  

0

0
ln

3x

x

t
f

x
dt

x
t

f


=

≠
  

=


∫
 

es
t c

on
tin

ue
 s

ur
 R

, d
ér

iv
ab

le
 s

ur
 ]

–∞
, 0

[ 
et

 s
ur

 ]
0,

 +
∞

[ 
et

, d
’a

pr
ès

 la
 q

ue
st

io
n 

4,
 p

ou
r 

to
ut

 

ré
el

 x
 n

on
 n

ul
, 

  
(

)
(

)
(

)
co

s
3

co
s

co
s

3
1

1
co

s
x

x
x

x
f

x
x

x
x

−
−

−
′

=
=

+
 

O
n 

a 

  
(

)
(

)2

0

co
s

3
1

3
9

~
0

2
2

x

x
x

x
x

x
→

−
=




→
   

  e
t  

   
(

)
2

0

co
s

1
~

0
2

2
x

x
x

x
x

x
→

−
=




→
 

D
on

c 
f’

 a
dm

et
 u

ne
 li

m
ite

 e
n 

0 
ég

al
e 

à 
0 

; d
’a

pr
ès

 le
 th

éo
rè

m
e 

du
 p

ro
lo

ng
em

en
t d

e 
la

 

dé
ri

vé
e,

 la
 f

on
ct

io
n 

f e
st

 d
e 

cl
as

se
 C

1  s
ur

 R
. 

V
ou

s 
sa

ve
z 

to
ut

 s
ur

 le
s 

pr
im

iti
ve

s 
? 

A
lo

rs
 v

ou
s 

n’
au

re
z 

au
cu

n 
m

al
 à

 r
ép

on
dr

e 
co

rr
ec

te
m

en
t 

au
x 

tr
oi

s 
qu

es
tio

ns
 s

ui
va

nt
es

. 

E
xe

rc
ic

e 
7.

 
(*

) 
P

ou
r 

le
s 

fo
nc

tio
ns

 s
ui

va
nt

es
, d

ir
e,

 s
i o

ui
 o

u 
no

n,
 e

lle
s 

ad
m

et
te

nt
 d

es
 p

ri
m

iti
ve

s 
qu

i s
’a

nn
ul

e 
en

 0
 ;

 d
an

s 
l’

af
fir

m
at

iv
e,

 la
 c

al
cu

le
r.

 
1.

 
(

)
f

x
x

=
 

2.
 

(
)

f
x

x
=





   

(p
ar

tie
 e

nt
iè

re
) 

3.
 

(
)

2
1

   
   

si
   

1
1

0 
   

   
   

   
si

no
n

x
x

f
x


−

−
≤

≤
=

 
 

  C
or

ri
gé

 7
 

1.
 

L
a 

fo
nc

tio
n 

f d
éf

in
ie

 s
ur

 R
 p

ar
 

(
)

f
x

x
=

 e
st

 c
on

tin
ue

 e
t p

ar
 s

ui
te

 a
dm

et
 d

es
 p

ri
m

iti
ve

s 
; 

on
 tr

ou
ve

 im
m

éd
ia

te
m

en
t u

ne
 p

ri
m

iti
ve

 F
 d

e 
f s

ur
 c

ha
cu

n 
de

s 
in

te
rv

al
le

s 
]

[
,0

−∞
 e

t 

]
[

0,
+

∞
 

  
(

)
2

21
 s

i  
0

2
1

   
 s

i  
0

2

x
x

F
x

x
x

 −
<

 
=

 
>

 

 

Il
 e

n 
ré

su
lte

 q
ue

 la
 f

on
ct

io
n 

F
 d

éf
in

ie
 s

ur
 R

 p
ar

 
(

)
1 2

F
x

x
x

=
 e

st
 la

 p
ri

m
iti

ve
 s

ur
 R

 d
e 

f 

qu
i s

’a
nn

ul
e 

en
 0

. 
2.

 
Si

 la
 f

on
ct

io
n 

pa
rt

ie
 e

nt
iè

re
 a

dm
et

ta
it 

un
e 

pr
im

iti
ve

 G
 s

ur
 u

n 
in

te
rv

al
le

 d
e 

la
 f

or
m

e 
[0

, X
] 

où
 X

 >
 1

, a
lo

rs
, p

ar
 d

éf
in

iti
on

 d
’u

ne
 p

ri
m

iti
ve

, G
 s

er
ai

t d
ér

iv
ab

le
 e

n 
1 

; o
r 

la
 d

ér
iv

ée
 d

e 
G

 
à 

ga
uc

he
 e

n 
1 

es
t 0

 e
t s

a 
dé

ri
vé

e 
à 

dr
oi

te
 e

st
 1 

; e
lle

 n
’a

dm
et

 d
on

c 
pa

s 
de

 p
ri

m
iti

ve
 s

ur
 c

es
 

in
te

rv
al

le
s 

et
 p

ar
 s

ui
te

 e
lle

 n
’a

dm
et

 p
as

 d
e 

pr
im

iti
ve

 s
ur

 R
. 

3.
 

Il
 e

st
 a

ss
ez

 é
vi

de
nt

 q
ue

 la
 f

on
ct

io
n 

f e
st

 c
on

tin
ue

 s
ur

 R
 ; 

d’
ab

or
d 

su
r 

ch
ac

un
 d

es
 

in
te

rv
al

le
s 

]
[

,
1

−∞
−

 e
t 

]
[

1,
+

∞
 o

ù 
el

le
 e

st
 n

ul
le

, p
ui

s 
su

r 
]

[
1,

1
−

 o
ù 

el
le

 e
st

 

po
ly

no
m

ia
le

, e
nf

in
 e

n 
–1

 e
t e

n 
1 

où
 e

lle
 e

st
 d

e 
lim

ite
 n

ul
le

. C
et

te
 f

on
ct

io
n 

ad
m

et
 d

on
c 

de
s 

pr
im

it
iv

es
 s

ur
 R

. S
oi

t F
 c

el
le

 q
ui

 s
’a

nn
ul

e 
en

 0
 ; 

il 
ex

is
te

 a
, b

 e
t c

 r
ée

ls
 te

ls
 q

ue
 

  
(

)
2

   
   

   
   

   
   

 s
i  

1

1
   

si
  

1
1

2
   

   
   

   
   

   
  s

i  
1

a
x

F
x

b
x

x
x

c
x≤

−
  

=
+

−
−

≤
≤

 
≥

 

 

O
n 

do
it 

av
oi

r 
F

(0
) 

=
 0

 e
t p

ar
 s

ui
te

 b
 =

 0
 ; 

la
 c

on
tin

ui
té

 d
e 

F
 e

n 
–1

 im
pl

iq
ue

 q
ue

 
3 2

a
=

−
 

��
��

��
��

��
�	�


��

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�



����������������������
����������	�
��������	���

et
 la

 c
on

tin
ui

té
 d

e 
F

 e
n 

1 
im

pl
iq

ue
 q

ue
 

1 2
c

=
 ; 

do
nc

 

  
(

)
2

3
   

   
   

   
   

si
  

1
2

1
   

   
   

si
  

1
1

2
1

   
   

   
   

   
   

 s
i  

1
2

x

F
x

x
x

x

x

 −
≤

−
  

=
−

−
≤

≤
  

≥
 

 

S
u

it
es

 d
e 

fo
n

ct
io

n
s 

Le
 b

ut
 d

e 
ce

t e
xe

rc
ic

e 
es

t d
e 

m
on

tr
er

 q
u’

ét
an

t d
on

né
 u

ne
 s

ui
te

 d
e 

fo
nc

tio
ns

 (
F

n)
 d

éf
in

ie
 s

ur
 

[
[

1,
+

∞
 te

lle
 q

ue
, p

ou
r 

ch
aq

ue
 x

 d
e 

l’
en

se
m

bl
e 

de
 d

éf
in

iti
on

, 
(

)
li

m
n

n
F

x
→

+∞
 e

xi
st

e,
 e

t p
ou

r 

ch
aq

ue
 e

nt
ie

r 
na

tu
re

l n
 n

on
 n

ul
, 

(
)

li
m

n
x

F
x

→
+∞

 e
xi

st
e,

 a
lo

rs
, o

n 
n’

a 
pa

s 
en

 g
én

ér
al

, 

 
 

(
)

(
)

lim
lim

lim
li

m
n

n
n

x
x

n
F

x
F

x
→

+∞
→

+∞
→

+∞
→

+∞
=

 

E
xe

rc
ic

e 
8.

 
(#

) 
So

it 
n 

un
 e

nt
ie

r 
na

tu
re

l n
on

 n
ul

 e
t f

n 
la

 s
ui

te
 d

e 
fo

nc
tio

ns
 d

éf
in

ie
s 

su
r 

[
[

1,
+

∞
 p

ar
 

 
 

(
)

(
)

3

ln
n

n
n

x
f

x
x

λ
=

 

1 
M

on
tr

er
 q

u’
il 

ex
is

te
 u

ne
 v

al
eu

r 
de

 λ
n 

qu
’o

n 
pr

éc
is

er
a 

te
lle

 q
ue

 

  
()

1
lim

1
x

n
x

f
t

dt
→

+∞
=

∫
 

2 
So

it 
x 

un
 r

ée
l s

up
ér

ie
ur

 o
u 

ég
al

 à
 1

. P
ou

r 
la

 v
al

eu
r 

de
 λ

n 
tr

ou
vé

e 
pr

éc
éd

em
m

en
t, 

dé
te

rm
in

er
 

  
()

1
li

m
x

n
n

f
t

dt
→

+∞
∫

 

3 
C

on
cl

ur
e 

1 
So

it 
x 

un
 r

ée
l f

ix
é 

su
pé

ri
eu

r 
ou

 é
ga

l à
 1

 e
t n

 u
n 

en
tie

r 
na

tu
re

l n
on

 n
ul

. P
os

on
s 

(
)

(
)

3
1

ln
n

x

n

t
I

x
dt

t
=
∫

 e
t f

ai
so

ns
 u

ne
 in

té
gr

at
io

n 
pa

r 
pa

rt
ie

s 
; o

n 
po

se
 

  
()

()

()
(

)
()

(
)

2
3

1

1
1

2

ln
ln

n
n

u
t

u
t

t
t

t
v

t
t

v
t

n
t

−

′
=

−
=

′
=

=

 

le
s 

de
ux

 f
on

ct
io

ns
 u

 e
t v

 s
on

t d
e 

cl
as

se
 C

1  s
ur

 to
ut

 s
eg

m
en

t i
nc

lu
s 

da
ns

 [
0,

 +
∞

[ 
et

 : 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
1

1
2

3
2

1
1

1

ln
1

1
ln

ln
2

2
2

2

n
x

x
x

n
n

n
n

t
n

n
I

x
t

dt
t

I
x

t
t

t

−

−






=

−
+

=
−

+












∫

 

O
n 

a 
: 

  
(

)
(

)
(

)
2

2
1

1
1

1
lim

ln
lim

ln
ln

1
0

2
2

2

x
n

n
n

x
x

t
x

t
x

→
+∞

→
+∞







−
=

−
+

=












 

N
ot

on
s 

I n
 la

 li
m

ite
 q

ua
nd

 x
 te

nd
 v

er
s 

+
∞

 d
e 

I n
(x

).
 I

l r
es

te
 q

ue
 

1
2

n
n

n
I

I
−

=
  (

*)
 ; 

no
n 

, i
l n

e 

s’
ag

it 
pa

s 
d’

un
e 

su
ite

 g
éo

m
ét

ri
qu

e 
de

 r
ai

so
n 

2n
. L

a 
ra

is
on

 d
’u

ne
 s

ui
te

 g
éo

m
ét

ri
qu

e 
(o

u 

ar
ith

m
ét

iq
ue

) 
es

t u
ne

 c
on

st
an

te
, c

'e
st

-à
-d

ir
e 

un
 r

ée
l i

nd
ép

en
da

nt
 d

e 
la

 v
ar

ia
bl

e 
ba

pt
is

ée
 

da
ns

 c
et

 e
xe

rc
ic

e 
n.

 P
ou

r 
dé

te
rm

in
er

 I
n 

no
us

 a
llo

ns
 p

ro
cé

de
r 

« 
pa

r 
ca

sc
ad

e 
» 

et
 d

ém
on

tr
er

 
le

 r
és

ul
ta

t p
ar

 r
éc

ur
re

nc
e.

 

2
1

3
2

4
3

1

2 2 3 2 4 2 2
n

n

I
I

I
I

I
I

n
I

I
−

= = = =

�

 

Po
ur

 c
on

je
ct

ur
er

 la
 r

ép
on

se
, o

n 
pe

ut
 m

ul
tip

lie
r 

m
em

br
e 

à 
m

em
br

e 
et

 s
im

pl
if

ie
r 

(a
pp

ré
ci

er
 la

 r
ig

ue
ur

 !
) 

; o
n 

ob
tie

nt
 : 

 
 

1
1

1
1

2
3

!
2

2
n

n
n

n
n

I
I

I
−

−

×
×

×
=

=
�

 

L
’e

xp
os

an
t d

e 
2 

pr
ov

ie
nt

 d
u 

fa
it 

qu
’i

l y
 a

 n
 –

 1
 li

gn
es

 
da

ns
 l’

éc
ri

tu
re

 c
i-

jo
in

te
. 

C
e 

pe
tit

 b
ri

co
la

ge
 e

st
 d

es
tin

é 
à 

no
us

 f
ou

rn
ir

 la
 f

or
m

ul
e 

qu
e 

no
us

 a
llo

ns
 m

ai
nt

en
an

t d
ém

on
tr

er
. 

In
iti

al
is

at
io

n 
: L

a 
pr

op
os

it
io

n 
es

t v
ra

ie
 p

ou
r 

n 
=

 1
 c

ar
 

1
1

1
1

1! 2
I

I
−

=
. 

H
yp

ot
hè

se
 d

e 
ré

cu
rr

en
ce

 : 
O

n 
su

pp
os

e 
qu

e 
po

ur
 u

n 
en

ti
er

 n
 q

ue
lc

on
qu

e 
fi

xé
 s

up
ér

ie
ur

 o
u 

ég
al

 à
 1

, 

 
1

1!
2

n
nn

I
I

−
=

 
(H

R
) 

��
��

��
��

��
�	�


��

�
���
���
���
���
���
���
��

�
��
��
��
��
��
��
��
��
���
���
���
���
���
���
��

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�



����������������������
����������	�
��������	���

H
ér

éd
ité

 : 
O

n 
do

it 
en

 d
éd

ui
re

 q
ue

 
(

)
1

1

1
!

2
n

n

n
I

I
+

+
=

 

O
n 

a 
1

1!

2
n

nn
I

I
−

=
 (

H
R

) 
et

 
1

1

2
n

n

n
I

I
+

+
=

  d
’a

pr
ès

 (
*)

. O
n 

a 
im

m
éd

ia
te

m
en

t 
 

 
 

(
)

1
1

1
1

1
!

1
!

2
2

2
n

n
n

n
n

n
I

I
I

+
−

+
+

=
⋅

=
 

C
on

cl
us

io
n 

: Q
ue

l q
ue

 s
oi

t l
’e

nt
ie

r 
na

tu
re

l n
 n

on
 n

ul
, 

1
1!

2
n

nn
I

I
−

=
 

C
al

cu
lo

ns
 m

ai
nt

en
an

t I
1.

 S
oi

t x
 u

n 
ré

el
 s

up
ér

ie
ur

 o
u 

ég
al

 à
 1

. 

 
(

)
1

3
1

ln
x

t
I

x
dt

t
=

∫
 

Fa
is

on
s 

un
e 

in
té

gr
at

io
n 

pa
r 

pa
rt

ie
s 

; o
n 

po
se

 

 
()

()

()
()

2
3

1
1

2
1

ln

u
t

u
t

t
t

v
t

t
v

t
t

′
=

−
=

′
=

=

 

le
s 

de
ux

 f
on

ct
io

ns
 u

 e
t v

 s
on

t d
e 

cl
as

se
 C

1  s
ur

 to
ut

 s
eg

m
en

t i
nc

lu
s 

da
ns

 [
0,

 +
∞

[ 
et

 : 

 
(

)
1

2
3

2
2

2
2

1
1

1

1
1

1
ln

1
1

ln
1

1
1

ln
2

2
2

2
2

2
2

2
2

x
x

x
x

x
I

x
t

dt
t

t
x

t
x

x









=

−
+

=
−

+
−

=
−

+
−

+


















∫

 

O
n 

a 
(

)
1

1
2

2

ln
1

1
1

li
m

li
m

2
4

4
4

x
x

x
I

I
x

x
x

→
+∞

→
+∞




=
=

−
−

+
=







. I
l e

n 
ré

su
lte

 q
ue

 

1
1

!
1

!

2
4

2
n

n
n

n
n

I
−

+
=

⋅
=

 

O
n 

re
ch

er
ch

e 
le

 r
ée

l λ
n 

te
l q

ue
 

(
)

3
1

ln
lim

1
n

x

n
x

t
dt

t
λ

→
+∞

=
∫

, c
'e

st
-à

-d
ir

e 
1

n
nI

λ
=

 ; 
on

 e
n 

dé
du

it 
qu

e 

 
1

1
2

!

n

n

nI
n

λ
+

=
=

 

2 
So

it 
x 

un
 r

ée
l s

up
ér

ie
ur

 o
u 

ég
al

 à
 1

. O
n 

se
 p

ro
po

se
 d

e 
dé

te
rm

in
er

 
(

)
li

m
n

n
n

I
x

λ
→

+∞
⋅





.

 

In
ut

ile
 d

e 
re

pr
en

dr
e 

le
s 

ca
lc

ul
s 

ci
-d

es
su

s 
et

 e
sp

ér
er

 u
ne

 s
im

pl
if

ic
at

io
n.

 L
’e

xp
re

ss
io

n 
de

 
I n

(x
) 

es
t o

bt
en

ue
 e

n 
fo

nc
tio

n 
de

 I
n–

1(
x)

 ; 
il 

n’
y 

a 
ri

en
 à

 fa
ir

e 
de

 c
e 

co
té

 là
. 

Pr
oc

éd
on

s 
al

or
s 

pa
r 

en
ca

dr
em

en
t 

: 
po

ur
 t

ou
t x

 s
up

ér
ie

ur
 o

u 
ég

al
 à

 1
, 

  
(

)
(

)
3

ln
ln

1
0

n
n

t
t

t
x

t
t

≤
≤

⇒
≤

≤
 

E
n 

in
té

gr
an

t 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
1

3
3

1
1

1
1

ln
ln

ln
1

0
do

nc
0

ln
1

n
n

n
x

x
x

x
n

t
t

t
dt

dt
dt

t
t

t
t

n
+




≤
≤

≤
≤




+



∫

∫
∫

 

E
t p

ar
 s

ui
te

, 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
1

1
1

ln
2l

n
2

0
0

!
1

1!

n
n

n

n
n

n
n

x
x

I
x

I
x

n
n

n
λ

λ
+

+
+

≤
⋅

≤
⋅

⇔
≤

⋅
≤

+
+

 

M
ai

s 
qu

el
le

 e
st

 d
on

c 
la

 li
m

ite
 d

e 
la

 s
ui

te
 

(
)

2l
n

!

n
x

n











 ?

 A
lo

rs
, v

ou
s 

y 
êt

es
 ?

 O
ui

, b
ie

n 
sû

r,
 

(
)

2l
n

!

n
x

n
∑

 e
st

 u
ne

 s
ér

ie
 c

on
ve

rg
en

te
 d

e 
so

m
m

e 
2l

n
2

x
e

x
=

 ; 
do

nc
 s

on
 te

rm
e 

gé
né

ra
l 

te
nd

 v
er

s 
0.

 e
t d

’a
pr

ès
 u

n 
cé

lè
br

e 
th

éo
rè

m
e 

de
 g

en
da

rm
er

ie
, 

(
)

lim
0

n
n

n
I

x
λ

→
+∞

⋅
=







 

3 
So

it 
(

)
*

n
n

F
∈
N

 la
 s

ui
te

 d
e 

fo
nc

tio
ns

 d
éf

in
ie

s 
su

r 
[

[
1,

+
∞

 p
ar

 

  
(

)
(

)
1

3
1

ln
2

!

n
n

x

n

t
F

x
dt

n
t

+

=
∫

 

O
n 

a 
: 

  
(

)
(

)
(

)
lim

lim
lim

lim
li

m
1

1
n

n
n

x
n

x
n

F
x

F
x

→
+∞

→
+∞

→
+∞

→
+∞

→
+∞

=
=

=
 

et
 a

us
si

 : 

  
(

)
(

)
(

)
lim

lim
lim

lim
li

m
0

0
n

n
x

n
x

n
x

F
x

F
x

→
+∞

→
+∞

→
+∞

→
+∞

→
+∞

=
=

=
 

A
in

si
, 

(
)

(
)

lim
lim

lim
lim

n
n

n
x

x
n

F
x

F
x

→
+∞

→
+∞

→
+∞

→
+∞

≠
 

F
on

ct
io

ns
 n

um
ér

iq
ue

s 
de

 p
lu

si
eu

rs
 v

ar
ia

bl
es

 
C

et
 e

xe
rc

ic
e 

pr
en

d 
le

 c
ou

rs
 à

 c
on

tr
e-

pi
ed

 ;
 c

el
ui

-c
i n

ou
s 

di
t q

ue
 le

s 
fo

nc
tio

ns
 d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
 

un
 o

uv
er

t U
 d

e 
R

2  a
dm

et
te

nt
 u

n 
dé

ve
lo

pp
em

en
t l

im
ité

 (
D

L)
 e

n 
ch

aq
ue

 p
oi

nt
 d

e 
U

 ;
 ic

i, 
on

 n
e 

ch
er

ch
e 

pa
s 

si
 le

s 
fo

nc
tio

ns
 p

ro
po

sé
es

 s
on

t d
e 

cl
as

se
 C

1  s
ur

 u
n 

vo
is

in
ag

e 
ou

ve
rt

 d
’u

n 
po

in
t 

a�
 

de
 U

 m
ai

s 
si

 e
lle

s 
on

t u
n 

dé
ve

lo
pp

em
en

t l
im

ité
 e

n 
ce

 p
oi

nt
. 

O
n 

di
t q

ue
 f 

a 
un

 d
év

el
op

pe
m

en
t l

im
ité

 e
n 

un
 p

oi
nt

 a�
 =

 (
a 1

, a
2,

 …
, a

n)
 d

'u
n 

ou
ve

rt
 U

 d
e 

R
n  

où
 f 

es
t d

éf
in

ie
, s

i: 
• 

f a
dm

et
 d

es
 d

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
lle

s 
en

 a
�

 

�
��
��
��
��
��
��

�

�
��

�
��
��
��
	

��
�

�
��
�
��
�	
��
��



����������������������
����������	�
��������	���

• 
Il

 e
xi

st
e 

un
e 

fo
nc

tio
n 

ε 
dé

fi
ni

e 
su

r 
un

 v
oi

si
na

ge
 d

e 
0�

, d
e 

lim
ite

 n
ul

le
 e

n 
0�

, t
el

le
 q

ue
 p

ou
r 

to
ut

 h
�

 =
 (

h 1
, h

2,
 …

, h
n)

 d
e 

ce
 v

oi
si

na
ge

 o
ù 

a�
 +

 h
�

 ∈
 U

, 

 
(

)
(

)
(

)
(

)
a

f
a

h
f

a
d

f
h

h
h

ε
+

=
+

+
�

�
�

�
�

�
�

 

av
ec

 

 
(

)
(

)
1n

a
i

i
if

d
f

h
a

h
x

∂ ∂
=

=
∑

�

�
�

 

E
xe

rc
ic

e 
9.

 
(#

) 
So

it 
m

 u
n 

ré
el

 s
tr

ic
te

m
en

t p
os

iti
f;

 o
n 

ve
ut

 é
tu

di
er

 la
 c

on
tin

ui
té

 e
t l

’e
xi

st
en

ce
 d

es
 d

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
lle

s 
de

 la
 fo

nc
tio

n 
f m

 d
éf

in
ie

 p
ar

: 

 
(

)
(

)
(

)

(
)

2
2

,
si

,
0

,0

0
,0

0

m

m m

xy
f

x
y

x
y

x
xy

y

f

=
≠

−
+

=

    

 

∗ 
Q

ue
st

io
ns

 p
ré

lim
in

ai
re

s 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 
es

t d
éf

in
ie

 s
ur

 R
2  e

t q
ue

 p
ou

r 
to

ut
 (

x,
 y

) 
∈

 R
2  

(1
) 

1 2
 (

x²
 +

 y
²)

 ≤
 x

² 
− 

xy
 +

 y
² 

≤ 
3 2

(x
² +

 y
²)

 

(2
) 

|x
y|

 ≤
 1 2

 (
x²

 +
 y

²)
 ≤

 x
² +

 y
² 

1è
re

 p
ar

ti
e 

 
∗ 

E
tu

de
 d

e 
f 1

 
1.

 
C

on
ti

n
u

it
é 

de
 f

1 

a)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 1
 e

st
 c

on
tin

ue
 s

ur
 R

2  p
ri

vé
 d

e 
(0

, 0
) 

b)
 

C
al

cu
le

r 
f 1

(x
, x

);
 q

ue
 p

eu
t-

on
 d

éd
ui

re
 s

ur
 la

 c
on

tin
ui

té
 d

e 
f 1

 e
n 

(0
, 0

) 
2.

 
E

xi
st

en
ce

 e
t c

on
tin

ui
té

 d
es

 d
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

lle
s 

de
 f

1 

a)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 1
 e

st
 d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
 l'

en
se

m
bl

e 
ou

ve
rt

 {
(x

, y
) 

∈
 R

2  / 
xy

 ≠
 0

} 

b)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 1
 a

 d
es

 d
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

lle
s 

en
 (

0,
 0

) 
c)

 
E

n 
ut

ili
sa

nt
 la

 m
êm

e 
m

ét
ho

de
 q

u'
en

 1
 b

),
 m

on
tr

er
 q

ue
 f 1

 n
'a

dm
et

 p
as

 d
e 

D
L

 d
'o

rd
re

 1
 

en
 (

0,
 0

).
 

d)
 

So
it 

x 0
 ≠

 0
; 

ca
lc

ul
er

 le
s 

dé
ri

vé
es

 p
ar

tie
lle

s 
de

 f 1
 a

ux
 p

oi
nt

s 
(x

0,
 0

);
 q

ue
 p

eu
t-

on
 e

n 
dé

du
ir

e?
 

C
al

cu
le

r 
de

 m
êm

e 
le

s 
dé

ri
vé

es
 p

ar
tie

lle
s 

de
 f 1

 e
n 

(0
, y

0)
 o

ù 
y 0

 e
st

 d
iff

ér
en

t d
e 

0;
 q

ue
 

pe
ut

-o
n 

en
 d

éd
ui

re
? 

2èm
e  p

ar
tie

 
∗ 

E
tu

de
 d

e 
f 2

 
1.

 
C

on
ti

n
u

it
é 

de
 f

2 

a)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 2
 e

st
 c

on
tin

ue
 s

ur
 R

2  p
ri

vé
 d

e 
(0

, 0
) 

b)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 2
 e

st
 c

on
tin

ue
 e

n 
(0

, 0
) 

2.
 

D
ér

iv
ée

 p
ar

tie
lle

 e
t d

év
el

op
pe

m
en

t l
im

ité
 d

e 
f 2

 

a)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 2
 e

st
 d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
 R

2  p
ri

vé
 d

e 
(0

, 0
).

 

b)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 2
 a

 d
es

 d
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

lle
s 

en
 (

0,
 0

).
 

c)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 2
 a

dm
et

 u
n 

D
L 

d'
or

dr
e 

1 
en

 (
0,

0)
. 

3èm
e  p

ar
tie

 
∗ 

E
tu

de
 d

e 
f m

 
1.

 
C

on
ti

n
u

it
é 

de
 f

m
 

a)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f m
 e

st
 c

on
tin

ue
 s

ur
 R

2  p
ri

vé
 d

e 
(0

, 0
) 

et
 q

ue
 p

ou
r 

to
ut

 r
ée

l m
 >

 1
, f

m
 e

st
 

co
nt

in
ue

 e
n 

(0
, 0

) 
b)

 
C

al
cu

le
r 

f m
(x

, x
);

 q
ue

 p
eu

t-
on

 d
éd

ui
re

 s
ur

 la
 c

on
tin

ui
té

 d
e 

f m
 e

n 
(0

, 0
) 

po
ur

 m
 ≤

 1
 

2.
 

D
ér

iv
ée

 p
ar

tie
lle

 e
t d

év
el

op
pe

m
en

t l
im

ité
 d

e 
f m

 

a)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f m
 e

st
 d

e 
cl

as
se

 C
1  s

ur
 l'

en
se

m
bl

e 
ou

ve
rt

 {
(x

, y
)∈

 R
2  / 

xy
 ≠

 0
} 

b)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f m
 a

 d
es

 d
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

lle
s 

en
 (

0,
 0

) 
et

 q
ue

, s
i m

 >
3 2

, a
lo

rs
 f m

 a
dm

et
 u

n 

dé
ve

lo
pp

em
en

t l
im

ité
 d

'o
rd

re
 1

 e
n 

(0
, 0

).
 

c)
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f m
 n

'a
dm

et
 p

as
 d

e 
D

L
 d

'o
rd

re
 1

 e
n 

0 
si

 m
 ≤

3 2
; 

co
nc

lu
re

 

d)
 

So
it 

x 0
 ≠

 0
; 

ca
lc

ul
er

 le
s 

dé
ri

vé
es

 p
ar

tie
lle

s,
 s

i e
lle

s 
ex

is
te

nt
, a

u 
po

in
t (

x 0
, 0

).
 M

on
tr

er
 

qu
e 

po
ur

 m
 >

 1
,  

|f m
(x

, y
) 

− 
f m

(x
0,

 0
)|

  e
st

 n
ég

lig
ea

bl
e 

de
va

nt
 la

 n
or

m
e 

eu
cl

id
ie

nn
e 

de
 

(x
 −

 x
0,

 y
).

 D
an

s 
le

 c
as

 o
ù 

m
 >

 1
, é

tu
di

er
 l’

ex
is

te
nc

e 
d’

un
 d

év
el

op
pe

m
en

t l
im

ité
 d

e 
f m

 
au

x 
po

in
ts

 (
x 0

, 0
) 

et
 (

0,
 y

0)
 o

ù 
x 0

 e
t y

0 
so

nt
 d

iff
ér

en
ts

 d
e 

0.
 Q

ue
 p

eu
t-

on
 d

ir
e 

de
 

l’
ex

is
te

nc
e 

de
s 

dé
ri

vé
es

 p
ar

tie
lle

s 
et

 d
’u

n 
dé

ve
lo

pp
em

en
t l

im
ité

 d
e 

f m
 e

n 
(x

0,
 0

) 
et

 (
0,

 
y 0

) 
où

 x
0 

et
 y

0 
so

nt
 d

iff
ér

en
ts

 d
e 

0,
 d

an
s 

le
 c

as
 o

ù 
m

 ≤
 1

 ?
 

  C
or

ri
gé

 9
 

Q
ue

st
io

ns
 p

ré
lim

in
ai

re
s 

R
eg

ro
up

on
s 

le
s 

qu
es

tio
ns

 e
t t

ra
ito

ns
 s

an
s 

pl
us

 a
tte

nd
re

 la
 c

on
tin

ui
té

 d
e 

f m
 s

ur
 R

2  −
{(

0,
 0

)}
, 

ai
ns

i q
ue

 l’
ex

is
te

nc
e 

et
 la

 c
on

tin
ui

té
 d

es
 d

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
lle

s 
de

 f m
 s

ur
 {

(x
, y

) 
/ x

y 
≠ 

0}
 e

t l
e 

ca
lc

ul
 d

es
 d

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
lle

s 
en

 (
0,

 0
) 

∗ 
C

on
ti

n
u

it
é 

d
e 

f m
 s

ur
 R

2  −−
{(

0,
 0

)}
 

��
��

��
��

��
�	�


��

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
�



����������������������
����������	�
��������	���

L
a 

fo
nc

tio
n 

f m
 d

éf
in

ie
 s

ur
 R

2  −
{(

0,
 0

)}
 e

st
 u

ne
 fo

rm
ul

e1  d
e 

fo
nc

tio
ns

 c
on

tin
ue

s,
 d

on
c 

f m
 e

st
 

co
nt

in
ue

 s
ur

 R
2  −

{(
0,

 0
)}

. 

∗ 
D

év
el

op
pe

m
en

t 
li

m
it

é 
de

 f
m
 e

n 
to

ut
 p

oi
nt

 d
e 

{(
x,

 y
) /

 x
y 

≠≠
 0

} 
L

a 
fo

nc
tio

n 
f m

 d
éf

in
ie

 s
ur

 {
(x

, y
) 

/ x
y 

≠ 
0}

 e
st

 u
ne

 fo
rm

ul
e 

de
 f

on
ct

io
ns

 d
e 

cl
as

se
 C

1 , d
on

c 
f m

 
es

t d
e 

cl
as

se
 C

1  s
ur

 {
(x

, y
) 

/ x
y 

≠ 
0}

. 

∗ 
D

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
ll

es
 d

e 
f m

 e
n 

(0
, 0

) 
O

n 
a:

 

 
(

)
(

)
,0

0
,0

0
m

m
f

h
f

h−
=

  e
t  

(
)

(
)

0,
0

,0
0

m
m

f
k

f

k−
=

 

O
n 

en
 d

éd
ui

t q
ue

 f m
 a

 d
es

 d
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

lle
s 

nu
lle

s 
en

 (
0,

 0
) 

R
ap

pe
lo

ns
 q

ue
 l'

ex
is

te
nc

e 
de

s 
dé

ri
vé

es
 p

ar
tie

lle
s 

d’
un

e 
f e

n 
un

 p
oi

nt
, n

'im
pl

iq
ue

 p
as

 s
a 

co
nt

in
ui

té
 e

n 
ce

 p
oi

nt
. 

 L
es

 d
eu

x 
re

la
tio

ns
 d

on
né

es
 s

on
t à

 c
on

na
îtr

e 
; p

ou
r 

m
on

tr
er

 q
ue

 : 

 
(1

) 
1 2

 (
x²

 +
 y

²)
 ≤

 x
² 

− 
xy

 +
 y

² 
≤ 

3 2
(x

² +
 y

²)
 

O
n 

va
 m

on
tr

er
 q

ue
 

2
2

2
2

2
2

2
2

2
3

3
x

y
x

xy
y

x
y

+
≤

−
+

≤
+

 
C

’e
st

 u
ne

 c
on

sé
qu

en
ce

 im
m

éd
ia

te
 d

es
 r

el
at

io
ns

 

 
(

)
2

2
2

2
2

2
0

2
2

2
2

x
xy

y
x

xy
y

x
y

≤
−

+
=

−
+

−
+

 

et
 

 
(

)
2

2
2

2
2

2
0

2
3

3
2

2
2

x
xy

y
x

y
x

xy
y

≤
+

+
=

+
−

+
−

 

Po
ur

 m
on

tr
er

 q
ue

 

 
(2

) 
|x

y|
 ≤

 1 2
 (

x²
 +

 y
²)

 ≤
 x

² +
 y

² 

on
 v

a 
m

on
tr

er
 q

ue
 

(
)

2
2

2
2

2
2

x
y

x
y

x
y

≤
+

≤
+

. L
à 

en
co

re
, c

’e
st

 u
ne

 c
on

sé
qu

en
ce

 

im
m

éd
ia

te
 d

e 
: 

 
(

)2
2

2
0

2
x

y
x

y
x

y
≤

−
≤

+
−

 

et
 d

e 

 
(

)
(

)
2

2
2

2
2

2
0

2
x

y
x

y
x

y
≤

+
=

+
−

+
 

1èr
e  p

ar
tie

 

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
  

1
 D

’é
m

in
en

ts
 c

on
fr

èr
es

 d
is

en
t 

au
ss

i :
 «

 u
n 

co
ck

ta
il

 »
 d

e 
fo

nc
tio

ns
 c

on
tin

ue
s.

 Il
 fa

ut
 v

oi
r e

n 
ce

la
 u

ne
 fa

ço
n 

d’
éc

ou
rt

er
 u

ne
 d

ém
on

st
ra

ti
on

 a
us

si
 f

as
ti

di
eu

se
 q

u’
év

id
en

te
 e

t q
ue

 n
ou

s 
la

is
so

ns
 le

 s
oi

n 
au

 le
ct

eu
r 

de
 

ré
di

ge
r.

 

∗ 
E

tu
de

 d
e 

f 1
 

1.
 

C
on

ti
n

u
it

é 

a)
 

O
n 

a 
vu

 q
ue

 f 1
 e

st
 c

on
tin

ue
 s

ur
 R

2  −
{(

0,
 0

)}
. 

b)
 

O
n 

a 
f 1

(x
, x

) 
= 

1;
 d

on
c 

f 1
 n

e 
pe

ut
 p

as
 ê

tr
e 

de
 li

m
ite

 n
ul

le
 e

n 
(0

, 0
) 

et
 p

ar
 s

ui
te

 f 1
 n

'e
st

 p
as

 
co

nt
in

ue
 e

n 
(0

, 0
).

 
2.

 
D

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
ll

es
 e

t 
dé

ve
lo

pp
em

en
t 

li
m

it
é 

de
 f 1

 e
n

 (
0,

 0
) 

a)
 

O
n 

a 
vu

 q
ue

 f 1
 a

dm
et

 d
es

 d
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

lle
s 

co
nt

in
ue

s 
su

r 
{(

x,
 y

) 
/ x

y 
≠ 

0}
. 

b)
 

O
n 

a 
vu

 q
ue

 f 1
 a

 d
es

 d
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

lle
s 

nu
lle

s 
en

 (
0,

 0
) 

c)
 

f 1
 a

 u
n 

D
L

 d
'o

rd
re

 1
 e

n 
(0

, 0
) 

si
, e

t s
eu

le
m

en
t s

i, 
il 

ex
is

te
 u

ne
 f

on
ct

io
n 

ε 
dé

fi
ni

e 
su

r 
un

 
vo

is
in

ag
e 

de
 (

0,
 0

) 
te

lle
 q

ue
 f 1

(h
, k

) 
= 

||(
h,

 k
)||

 ε
(h

, k
) a

ve
c 

lim
 ε

(h
, k

) 
= 

0 
qu

an
d 

(h
, k

) 
te

nd
 

ve
rs

 (
0,

 0
).

 O
r 

 
(

)
(

)
(

)
1

,
,

²
²

²
²

²
²

f
h

k
hk

h
k

h
k

h
hk

k
h

k
ε

=
=

+
−

+
+

 

Po
ur

 h
 =

 k
, o

n 
ob

ti
en

t: 

 
(

)
1

,
2

h
h

h
ε

=
 

O
n 

a 
ε(

h,
 h

) 
≥ 

1 
dè

s 
qu

e 
|h

| ≤
 

1 2
; i

l e
n 

ré
su

lte
 q

ue
 ε

 n
'e

st
 p

as
 u

ne
 f

on
ct

io
n 

de
 li

m
ite

 0
 e

n 

(0
, 0

) 
et

 d
on

c 
f 1

 n
'a

 p
as

 d
e 

D
L

 d
'o

rd
re

 1
 e

n 
(0

, 0
).

 
d)

 
So

it 
x 0

 u
n 

ré
el

 n
on

 n
ul

. C
al

cu
lo

ns
 le

s 
dé

ri
vé

es
 p

ar
tie

lle
s,

 s
i e

lle
s 

ex
is

te
nt

, d
e 

f 1
 e

n 
(x

0,
 0

);
 

on
 a

: 

 
(

)
(

)
1

0
1

0
,

0
,

0
0

f
x

h
f

x

h

+
−

=
 

do
nc

 
(

)
1

0
,

0
0

f
x

x

∂ ∂
=

. D
e 

m
êm

e,
 

 
(

)
(

)
2

1
0

1
0

0
2 0

0

,
,

0
f

x
k

f
x

x
k

k
k

x
x

k
k

−
=

−
+

 

Q
ua

nd
 k

 te
nd

 v
er

s 
0 

p
ar

 v
al

eu
r 

su
pé

ri
eu

re
 à

 0
, l

e 
ra

pp
or

t t
en

d 
ve

rs
 1

/|x
0| 

et
 v

er
s 

so
n 

op
po

sé
 

qu
an

d 
k 

te
nd

 v
er

s 
0 

pa
r 

va
le

ur
 in

fé
ri

eu
re

 à
 0

. C
e 

ra
pp

or
t n

'é
ta

nt
 ja

m
ai

s 
nu

l (
∀

x 0
∈

 R
* ), 

il 

en
 r

és
ul

te
 q

ue
 f 1

 n
'a

 p
as

 d
e 

dé
ri

vé
es

 p
ar

ti
el

le
s 

pa
r 

ra
pp

or
t à

 y 
en

 (
x 0

, 0
).

C
om

m
e,

 d
e 

pl
us

, x
 

et
 y

 jo
ue

nt
 le

 m
êm

e 
rô

le
, i

l e
n 

ré
su

lte
 q

ue
 f 1

 n
’a

 u
n 

D
L

 e
n 

au
cu

n 
po

in
t d

e 
l’

en
se

m
bl

e 
{(

x,
 y

) 
/ x

y 
=

 0
} 

 

2èm
e  p

ar
tie

 
1.

 
C

on
ti

n
u

it
é 

a)
 

O
n 

a 
vu

 q
ue

 f 2
 e

st
 c

on
tin

ue
 s

ur
 R

2  −
{(

0,
 0

)}
. 



����������������������
����������	�
��������	���

b)
 

O
n 

a 

 
f 2

(x
, y

) 
=

 
(

)2

2
2

xy

x
xy

y
−

+
 

0 
≤ 

f 2
(x

, y
) 

≤ 
(

)2
²

²
2

²
²

x
y

x
y

+ +
 

0 
≤ 

f 2
(x

, y
) 

≤ 
2(

x²
 +

 y
²)

; d
on

c 
f 2

 te
nd

 v
er

s 
0 

en
 (

0,
 0

) 
et

 p
ar

 s
ui

te
 f 2

 e
st

 c
on

tin
ue

 e
n 

(0
, 0

).
 

2.
 

D
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

ll
es

 e
t 

dé
ve

lo
pp

em
en

t 
li

m
it

é 
de

 f 2
. 

a)
 

O
n 

a 
vu

 q
ue

 f
2 

ad
m

et
 d

es
 d

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
lle

s 
co

nt
in

ue
s 

su
r 
R

2  −
{(

0,
 0

)}
 

b)
 

O
n 

a 
vu

 q
u'

el
le

 a
 d

es
 d

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
lle

s 
nu

lle
s 

en
 (

0,
 0

) 
c)

 
f 2

 a
 u

n 
D

L
 d

'o
rd

re
 1

 e
n 

(0
, 0

) 
si

, e
t s

eu
le

m
en

t s
i, 

il 
ex

is
te

 u
ne

 f
on

ct
io

n 
ε 

dé
fi

ni
e 

su
r 

un
 

vo
is

in
ag

e 
de

 (
0,

 0
) 

te
lle

 q
ue

 f 1
(h

, k
) 

=
 ||

(h
, k

)||
 ε

(h
, k

) a
ve

c 
lim

 ε
(h

, k
) 

= 
0 

qu
an

d 
(h

, k
) 

te
nd

 
ve

rs
 (

0,
 0

).
 O

r 

 
(

)
(

)
(

)
(

)2

2
,

,
²

²
²

²
²

²

f
h

k
hk

h
k

h
k

h
hk

k
h

k
ε

=
=

+
−

+
+

 

O
n 

a 
: 

 
0 

≤ 
ε(

h,
 k

) 
≤ 

(
)

(
)

2
²

²
2

²
²

²
²

h
k

h
k

h
k

+

+
+

 

et
 d

on
c 

0 
≤ 

ε(
h,

 k
) 

≤ 
2

²
²

h
k

+
 

ε 
es

t u
ne

 f
on

ct
io

n 
de

 li
m

ite
 0

 e
n 

(0
, 0

) 
et

 d
on

c 
f 2

 a
 u

n 
D

L
 d

'o
rd

re
 1

 e
n 

(0
, 0

).
 

3èm
e  p

ar
tie

 
∗ 

E
tu

de
 d

e 
f m

 
1.

 
C

on
ti

n
u

it
é 

d
e 

f m
 

a)
 

O
n 

a 
vu

 q
ue

 f m
 e

st
 c

on
tin

ue
 s

ur
 R

2  −
{(

0,
 0

)}
. 

O
n 

a 

 
f m

(x
, y

) 
=

 
2

2

m
xy

x
xy

y
−

+
 

Pa
r 

su
ite

, 

 
0 

≤ 
f m

(x
, y

) 
≤ 

(
)

²
²

2
²

²m
x

y

x
y

+ +
 

A
in

si
, 0

 ≤
 f m

(x
, y

) 
≤ 

2(
x²

 +
 y

²)
m

−1
; p

ou
r 

m
 >

 1
, f

m
 te

nd
 v

er
s 

0 
en

 (
0,

 0
) 

et
 p

ar
 s

ui
te

 f m
 e

st
 

co
nt

in
ue

 e
n 

(0
, 0

).
 

b)
 

O
n 

a 
f m

(x
, x

) 
=

 x
2m

−2
 q

ui
 n

e 
te

nd
 p

as
 v

er
s 

0 
qu

an
d 

x 
te

nd
 v

er
s 

0 
et

 m
 ≤

 1
; d

on
c 

f m
 n

'e
st

 p
as

 
co

nt
in

ue
 e

n 
(0

, 0
).

 

a)
 

O
n 

a 
vu

 q
ue

 f m
 a

dm
et

 u
n 

dé
ve

lo
pp

em
en

t l
im

ité
 e

n 
to

ut
 p

oi
nt

 d
e 

{(
x,

 y
) 

/ x
y 

≠ 
0}

 
b)

 
O

n 
a 

vu
 q

u'
el

le
 a

 d
es

 d
ér

iv
ée

s 
pa

rt
ie

lle
s 

nu
lle

s 
en

 (
0,

 0
) 

f m
 a

 u
n 

D
L

 d
'o

rd
re

 1
 e

n 
(0

, 0
) 

si
, e

t s
eu

le
m

en
t s

i, 
il 

ex
is

te
 u

ne
 f

on
ct

io
n 

ε 
dé

fi
ni

e 
su

r 
un

 
vo

is
in

ag
e 

de
 (

0,
 0

) 
te

lle
 q

ue
  f

m
(h

, k
) 

= 
||(

h,
 k

)||
 ε

(h
, k

) a
ve

c 
lim

 ε
(h

, k
) 

= 
0 

qu
an

d 
(h

, k
) 

te
nd

 v
er

s 
(0

, 0
).

 O
r 

 
(

)
(

)
(

)
,

,
²

²
²

²
²

²

m

mf
h

k
hk

h
k

h
k

h
hk

k
h

k
ε

=
=

+
−

+
+

 

O
n 

a 
: 

 
0 

≤ 
ε(

h,
 k

) 
≤ 

(
)

(
)

²
²

2
²

²
²

²

m
h

k

h
k

h
k

+

+
+

 

A
in

si
, 0

 ≤
 ε

(h
, k

) 
≤ 

(
)

3 2
2

²
²

m
h

k
−

+
 

Po
ur

 m
 >

 3
/2

, ε
 e

st
 u

ne
 f

on
ct

io
n 

de
 li

m
ite

 0
 e

n 
(0

, 0
) 

et
 d

on
c 

f m
 a

 u
n 

D
L

 d
'o

rd
re

 1
 e

n 
(0

, 0
).

 
c)

 
Po

ur
 m

 ≤
 3

/2
, o

n 
a:

 

 
(

)
(

)
2

3

,
,

2
2

m
mf

h
h

h
h

h
h

h
ε

=
=

 

So
it

 

 
(

)
(

)
2

3
,

1
,

2
2

m
mf

h
h

h
h

h
h

ε
−

=
=

 

ε(
h,

 h
) 

ne
 te

nd
 p

as
 v

er
s 

0 
qu

an
d 

h 
te

nd
 v

er
s 

0;
 d

on
c 

f m
 n

’a
 p

as
 d

e 
D

L
 d

’o
rd

re
 1

 e
n 

(0
, 0

) 
po

ur
 m

 ≤
 3

/2
 

d)
 

C
al

cu
l d

es
 d

ér
iv

ée
s 

pa
rt

ie
lle

s,
 s

i e
lle

s 
ex

is
te

nt
, e

n 
(x

0,
 0

);
 o

n 
a:

 

 
(

)
(

)
0

0
,

0
,0

0
m

m
f

x
h

f
x

h

+
−

=
 

do
nc

 
(

)
0
,

0
0

mf
x

x

∂ ∂
=

 

D
e 

m
êm

e,
 

 
(

)
(

)
2

1
0

0
0

2 0
0

,
,

0
m

m
m

f
x

k
f

x
x

k
k

x
x

k
k

−
−

=
−

+
 

Po
ur

 m
 ≤

 1
, l

e 
ra

pp
or

t n
'a

 p
as

 d
e 

lim
ite

 lo
rs

qu
e 

k 
te

nd
 v

er
s 

0 
et

 d
on

c 
f m

 n
’a

 p
as

 d
e 

dé
ve

lo
pp

em
en

t l
im

ité
 e

n 
(x

0,
 0

);
 p

ou
r 

de
s 

ra
is

on
s 

se
m

bl
ab

le
s,

 e
lle

 n
’e

n 
a 

pa
s 

no
n 

pl
us

 e
n 

(0
, y

0)
. 

Po
ur

 m
 >

 1
, 

(
)

0
,

0
0

mf
x

x

∂ ∂
=

   
et

   
(

)
0
,

0
0

mf
x

y

∂ ∂
=

 

2.
 

D
ér

iv
ée

 p
ar

ti
el

le
 e

t 
d

év
el

op
p

em
en

t 
li

m
it

é.
 



����������������������
����������	�
��������	���

f m
 a

ur
a 

un
 d

év
el

op
pe

m
en

t l
im

ité
 e

n 
(x

0,
 0

) 
si

, e
t s

eu
le

m
en

t s
i: 

 
f m

(x
, y

) 
− 

f m
(x

0,
 0

) 
= 

||(
x 

− 
x 0

, y
)||

 ε
(x

 −
 x

0,
 y

) 
O

n 
a 

cl
ai

re
m

en
t 

: 

 
|ε(

x 
− 

x 0
, y

)| 
= 

(
)

(
)

(
)

0

2
2

0

,
-

,0
m

m
f

x
y

f
x

x
x

y
−

+
 

 
| ε(

x 
− 

x 0
, y

)| 
= 

(
)

(
)2

2
2

2

0

m
xy

x
xy

y
x

x
y

−
+

−
+

 

D
’o

ù 
: 

 
| ε(

x 
− 

x 0
, y

)| 
≤ 

(
)

2
2

m
xy

x
xy

y
y

−
+

 

E
t d

on
c 

: 

 
| ε(

x 
− 

x 0
, y

)| 
≤

(
)

1

2
2

m
m

x
y

x
xy

y

−

−
+

 

O
n 

a,
 p

ou
r 

m
 >

 1
, ε

 te
nd

 v
er

s 
0 

en
 (

0,
 0

) 
et

 d
on

c 
f m

 a
dm

et
 u

n 
dé

ve
lo

pp
em

en
t l

im
ité

 d
’o

rd
re

 
1 

en
 (

x 0
, 0

). 
D

e 
m

êm
e,

 x
 e

t y
 jo

ua
nt

 le
 m

êm
e 

rô
le

, f
m
 a

dm
et

 u
n 

dé
ve

lo
pp

em
en

t l
im

ité
 

d’
or

dr
e 

1 
en

 (
0,

 y
0)

. 

A
lg

èb
re

 li
n

éa
ir

e 

N
ot

es
 d

e 
co

ur
s 

et
 c

om
pl

ém
en

ts
 

B
as

e 
ca

no
ni

qu
e 

de
 R

3 
: 

Pa
r 

dé
fi

ni
tio

n,
 la

 b
as

e 
ca

no
ni

qu
e 

de
 R

 3
 e

st
 C

 =
 (

(1
, 0

, 0
),

 (
0,

 1
, 0

),
 (

0,
 0

, 1
))

 

A
pp

lic
at

io
n 

lin
éa

ir
e 

: 
co

m
m

en
t m

on
tr

er
 q

u’
un

e 
ap

pl
ic

at
io

n 
es

t u
ne

 a
pp

lic
at

io
n 

lin
éa

ir
e 

O
n 

ut
ili

se
 la

 d
éf

in
iti

on
 : 

f e
st

 li
né

ai
re

 s
i 

 
(

)
(

)
(

)
3

,
,

,
u

v
f

u
v

f
u

f
v

α
α

α
∀

∈
∀

∈
⋅

+
=

⋅
+

�
�

�
�

�
�

�
�

 

Po
ur

 m
on

tr
er

 q
ue

 c
’e

st
 u

n 
en

do
m

or
ph

is
m

e 
de

 R
 3
, o

n 
m

on
tr

e 
la

 li
né

ar
ité

 e
t o

n 
m

on
tr

e 
qu

e 

 
(

)
3

3
,

u
f

u
∀

∈
∈

�
�

�
�

 

M
at

ri
ce

 d
’u

ne
 a

pp
lic

at
io

n 
lin

éa
ir

e 
: 

D
eu

x 
ca

s 
se

 p
ré

se
nt

en
t 

: 

O
u 

bi
en

 f 
es

t d
éf

in
ie

 p
ar

 u
ne

 f
or

m
ul

e 
do

nn
an

t l
’i

m
ag

e 
de

 to
us

 le
s 

ve
ct

eu
rs

 d
e 

R
 3

 :

 
(

)
3

1
2

3
1

2
3

,
u

u
xe

ye
ze

f
u

x
e

y
e

z
e

′
′

′
∀

∈
=

+
+

⇒
=

+
+

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

 

av
ec

 : 

 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

x
a

x
b

y
c

z

y
a

x
b

y
c

z

z
a

x
b

y
c

z

′ =
+

+

′ =
+

+

′ =
+

+

    

 

A
lo

rs
 la

 m
at

ri
ce

 d
e 

f d
an

s 
la

 b
as

e 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
�
�
�

 e
st

 

 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

a
b

c

A
a

b
c

a
b

c

=














 

O
u 

bi
en

 f 
es

t d
éf

in
ie

 p
ar

 le
s 

im
ag

es
 d

e 
se

s 
ve

ct
eu

rs
 d

e 
ba

se
 : 

 

(
)

(
)

(
)

1
1

1
2

2
3

3

2
1

1
2

2
3

3

3
1

1
2

2
3

3

f
e

a
e

a
e

a
e

f
e

b
e

b
e

b
e

f
e

c
e

c
e

c
e

=
+

+

=
+

+

=
+

+

    

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

 

A
lo

rs
 la

 m
at

ri
ce

 d
e 

f d
an

s 
la

 b
as

e 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
�
�
�

 e
st

 

 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

a
b

c

A
a

b
c

a
b

c

=














 

C
ha

ng
em

en
t d

e 
ba

se
 ;

 c
om

m
en

t m
on

tr
er

 q
u’

un
e 

fa
m

ill
e 

de
 v

ec
te

ur
s 

es
t u

ne
 b

as
e 

de
 R

3 
? 

Po
ur

 m
on

tr
er

 q
ue

 la
 f

am
ill

e 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
′

′
′

�
�
�

 d
éf

in
ie

 p
ar

 

 

1
1

1
2

2
3

3

2
1

1
2

2
3

3

3
1

1
2

2
3

3

e
a

e
a

e
a

e

e
b

e
b

e
b

e

e
c

e
c

e
c

e

′
=

+
+

′
=

+
+

′
=

+
+

    �
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

 

es
t u

ne
 b

as
e 

de
 R

3 , i
l s

uf
fi

t d
e 

m
on

tr
er

 q
ue

 la
 m

at
ri

ce
 d

e 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
′

′
′

�
�
�

 e
st

 u
ne

 f
am

ill
e 

lib
re

 ; 

ce
 q

ui
 r

ev
ie

nt
 à

 m
on

tr
er

 q
ue

 la
 m

at
ri

ce
 

�
��
��
��
��
��
��
��
��
��
	�
 �
�
�	
��
��
�
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

�
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��



����������������������
����������	�
��������	���

 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

a
b

c

P
a

b
c

a
b

c

=














 

es
t i

nv
er

si
bl

e.
 L

a 
m

at
ri

ce
 P

 e
st

 a
pp

el
ée

 m
at

ri
ce

 d
e 

pa
ss

ag
e 

de
 (

)
1

2
3

,
,

e
e

e
�
�
�

 à
 (

)
1

2
3

,
,

e
e

e
′

′
′

�
�
�

. 

C
ha

ng
em

en
t d

e 
ba

se
 ;

 m
at

ri
ce

 s
em

bl
ab

le
 

Si
 P

 d
és

ig
ne

 la
 m

at
ri

ce
 d

e 
pa

ss
ag

e 
de

 (
)

1
2

3
,

,
e

e
e

�
�
�

 à
 (

)
1

2
3

,
,

e
e

e
′

′
′

�
�
�

, a
lo

rs
 :

 
3

1
2

3
1

2
3

,
et

 
u

u
xe

ye
ze

u
x

e
y

e
z

e
′

′
′

′
′

′
∀

∈
=

+
+

=
+

+
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
 

O
n 

a 
: 

 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

x
a

b
c

x

y
a

b
c

y

z
a

b
c

z′ ′
=

′














































 
av

ec
 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

a
b

c

P
a

b
c

a
b

c

=














 

Si
 f 

dé
si

gn
e 

un
 e

nd
om

or
ph

is
m

e 
de

 R
3 ,d

e 
m

at
ri

ce
 A

 d
an

s 
la

 b
as

e 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
�
�
�

, a
lo

rs
 la

 m
at

ri
ce

 

A
’ 

de
 f 

da
ns

 la
 b

as
e 

(
)

1
2

3
,

,
e

e
e

′
′

′
�
�
�

 e
st

 d
on

né
e 

pa
r 

1
'

A
P

A
P

−
=

. O
n 

a 
au

ss
i 

1
'

A
P

A
P

−
=

. 

Si
 A

 e
t B

 s
on

t d
eu

x 
m

at
ri

ce
s 

te
lle

s 
qu

’i
l e

xi
st

e 
un

e 
m

at
ri

ce
 P

 v
ér

if
ia

nt
 

1
B

P
A

P
−

=
 a

lo
rs

 le
s 

m
at

ri
ce

s 
A

 e
t B

 s
on

t d
ite

s 
se

m
bl

ab
le

s.
 

E
xe

rc
ic

e 
10

. 
(*

*)
 

So
it 

f l
’a

pp
lic

at
io

n 
de

 R
3  d

an
s 
R

3  d
éf

in
ie

 p
ar

 :
 

 
(

)
(

)
,

,
2

,
,

2
x

y
z

x
y

z
x

z
y

z
−

+
+

−
�

 

1.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 f 
es

t u
n 

en
do

m
or

ph
is

m
e 

de
 R

3  e
t d

on
ne

r 
la

 m
at

ri
ce

 A
 d

e 
f d

an
s 

la
 b

as
e 

ca
no

ni
qu

e 
C

. 
P

ré
ci

se
r 

le
s 

im
ag

es
 d

e 
ch

ac
un

 d
es

 v
ec

te
ur

s 
de

 la
 b

as
e 

ca
no

ni
qu

e 
(1

, 0
, 0

),
 (

0,
 1

, 0
) 

et
 

(0
, 0

, 1
).

 

2.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 la
 fa

m
ill

e 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
=
�
�
�

B
 d

éf
in

ie
 p

ar
 

  
(

)
1

1
,1

,0
e

=
�

, 
(

)
2

0
,1

,1
e

=
�

, 
(

)
3

1,
0

,1
e

=
�

 

es
t u

ne
 b

as
e 

de
 R

3 . D
ét

er
m

in
er

 la
 m

at
ri

ce
 d

e 
pa

ss
ag

e 
P

 d
e 

C
 à

 B
 p

ui
s 

la
 m

at
ri

ce
 d

e 
f 

da
ns

 la
 b

as
e 
B

. 

1.
 

So
it 

(
)

,
,

x
y

z
 e

t 
(

)
',

',
'

x
y

z
 d

eu
x 

ve
ct

eu
rs

 d
e 

R
3  d

on
né

s 
da

ns
 la

 b
as

e 
ca

no
ni

qu
e 

et
 α

 

un
 r

ée
l. 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
,

,
',

',
'

',
',

'
f

x
y

z
x

y
z

f
x

x
y

y
z

z
α

α
α

α
+

=
+

+
+

 

  

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
)

'
2

'
'

,
'

'
,

'
2

'
x

x
y

y
z

z
x

x
z

z
y

y
z

z
α

α
α

α
α

α
α

=
+

−
+

+
+

+
+

+
+

−
+

(
)

(
)

2
,

,
2

'
2

'
',

'
',

'
2

'
x

y
z

x
z

y
z

x
y

z
x

z
y

z
α

=
−

+
+

−
+

−
+

+
−

 

D
’o

ù 
la

 li
né

ar
ité

. P
ar

 a
ill

eu
rs

, l
’i

m
ag

e 
de

 to
ut

 é
lé

m
en

t d
e 

R
3  e

st
 u

n 
él

ém
en

t d
e 

R
3  ; 

do
nc

 f 

es
t u

n 
en

do
m

or
ph

is
m

e 
de

 R
3  e

t s
a 

m
at

ri
ce

 d
an

s 
la

 b
as

e 
ca

no
ni

qu
e 

es
t :

 

  

1
2

1

1
0

1

0
1

2

A

−

=

−














 

L
es

 v
ec

te
ur

s 
co

lo
nn

es
 d

e 
A

 s
on

t d
an

s 
l’

or
dr

e,
 le

s 
m

at
ri

ce
s 

de
s 

im
ag

es
 d

es
 v

ec
te

ur
s 

de
 la

 
ba

se
 c

an
on

iq
ue

 ; 
ai

ns
i :

 

 
(

)
(

)
(

)
1,

0
,0

1
,1

,0
f

=
,  

(
)

(
)

(
)

0
,1

,0
2

,0
,1

f
=

−
,  

(
)

(
)

(
)

0
,0

,1
1,

1,
2

f
=

−
 

2.
 

M
on

tr
on

s 
qu

e 
la

 m
at

ri
ce

 d
e 

la
 f

am
ill

e 
de

 v
ec

te
ur

s 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
�
�
�

 e
st

 in
ve

rs
ib

le
 : 

  
(

)
1

2
3

,
,

1
0

1

1
1

0

0
1

1

e
e

e
M

=
















�
�
�

 

Po
so

ns
 le

 s
ys

tè
m

e 
et

 m
on

tr
on

s 
qu

’i
l s

e 
ré

du
it 

à 
un

 s
ys

tè
m

e 
de

 C
ra

m
er

 

  
2

2
1

1 3

x
z

a
L

x
y

b
L

L
L

y
z

c
L

+
=

+
=

←
−

+
=

    

 

  
2 3

3
2

1
x

z
a

L

y
z

a
b

L

y
z

c
L

L
L

+
=

−
=

−
+

+
=

←
−

    

 

��
��

��
��

��
��

	�
�


��

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
��



����������������������
����������	�
��������	���

  

2

x
z

a

y
z

a
b

z
a

b
c

+
=

−
=

−
+

=
−

+

    

 

L
e 

sy
st

èm
e 

ob
te

nu
 s

e 
ré

du
it 

à 
un

 s
ys

tè
m

e 
tr

ia
ng

ul
ai

re
, s

an
s 

0 
su

r 
la

 d
ia

go
na

le
, d

on
c 

la
 

m
at

ri
ce

 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
M
�
�
�

 e
st

 in
ve

rs
ib

le
 e

t l
a 

fa
m

ill
e 

(
)

1
2

3
,

,
e

e
e

�
�
�

 e
st

 u
ne

 b
as

e 
de

 R
3 . 

Il
 s

’e
ns

ui
t q

ue
 la

 m
at

ri
ce

 d
e 

pa
ss

ag
e 

P
 d

e 
la

 b
as

e 
ca

no
ni

qu
e 

à 
la

 b
as

e 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
�
�
�

 e
st

 : 

  

1
0

1

1
1

0

0
1

1

P
=














 

Po
ur

 c
al

cu
le

r 
so

n 
in

ve
rs

e,
 il

 n
ou

s 
fa

ut
 e

xp
ri

m
er

, d
an

s 
le

 s
ys

tè
m

e 
pr

éc
éd

en
t, 

x,
 y

 e
t z

 e
n 

fo
nc

tio
n 

de
 a

, b
, c

 ; 
on

 n
ot

er
a 

qu
e 

la
 m

oi
tié

 d
u 

tr
av

ai
l e

st
 d

éj
à 

fa
it 

: 

  

1
1

3

2
2

3

3

2 2

2

x
z

a
L

L
L

y
z

a
b

L
L

L

z
a

b
c

L

+
=

←
−

−
=

−
+

←
+

=
−

+

    

 

O
n 

ob
tie

nt
 : 

  

2 2 2

x
a

b
c

y
a

b
c

z
a

b
c

=
+

−

=
−

+
+

=
−

+

    

 

L
a 

m
at

ri
ce

 in
ve

rs
e 

de
 P

 e
st

 d
on

c 

  
1

1
1

1
1

1
1

1
2

1
1

1

P
−

−

=
−

−














 

L
a 

m
at

ri
ce

 d
e 

f d
an

s 
la

 b
as

e 
(

)
1

2
3

,
,

e
e

e
�
�
�

 e
st

 la
 m

at
ri

ce
 A

’ 
do

nn
ée

 p
ar

 
1

'
A

P
A

P
−

=
 ; 

on
 a

 

al
or

s 

  

1
1

6
1

'
3

1
2

2
1

3
2

A

−

=
−

−
−

−














 

V
al

eu
r 

pr
op

re
 n

ul
le

 :
 

Si
 A

 a
 u

ne
 v

al
eu

r 
pr

op
re

 é
ga

le
 à

 0
, a

lo
rs

 A
 n

’e
st

 p
as

 in
ve

rs
ib

le
 e

t l
’e

nd
om

or
ph

is
m

e 
as

so
ci

é 
n’

es
t p

as
 b

ije
ct

if
. 

L
e 

so
us

-e
sp

ac
e 

pr
op

re
 a

ss
oc

ié
 à

 la
 v

al
eu

r 
pr

op
re

 0
 e

st
 le

 n
oy

au
 d

e 
f  

et
 s

a 
di

m
en

si
on

 e
st

 
su

pé
ri

eu
r 

ou
 é

ga
l à

 1
. 

R
an

g 
d’

un
e 

m
at

ri
ce

 
E

ta
nt

 d
on

né
 u

ne
 m

at
ri

ce
 A

, l
e 

ra
ng

 d
e 

A
 e

st
 le

 n
om

br
e 

de
 v

ec
te

ur
s 

co
lo

nn
es

 li
né

ai
re

m
en

t 
in

dé
pe

nd
an

t. 
L

e 
ra

ng
 d

e 
A

 e
st

 n
ul

 s
i, 

et
 s

eu
le

m
en

t s
i, 

il 
n’

y 
a 

au
cu

n 
ve

ct
eu

r 
fo

rm
an

t u
ne

 f
am

ill
e 

lib
re

 ; 
do

nc
 

to
ut

es
 le

s 
co

lo
nn

es
 s

on
t 

nu
lle

s 
et

 la
 m

at
ri

ce
 e

st
 n

ul
le

. 
L

e 
ra

ng
 d

e 
A

 e
st

 é
ga

l à
 1

 s
i, 

et
 s

eu
le

m
en

t s
i, 

il 
y 

a 
au

 m
oi

ns
 u

ne
 c

ol
on

ne
 n

on
 n

ul
le

 e
t t

ou
te

s 
le

s 
co

lo
nn

es
 s

on
t d

es
 m

at
ri

ce
s 

de
 v

ec
te

ur
s 

co
lin

éa
ir

es
, c

'e
st

-à
-d

ir
e 

: 

 

1
1

1
1

2
2

2
2

,
,

n
n

n
n

a
b

b
a

a
b

b
a

X
Y

Y
X

a
b

b
a

α α
α

α

=
=

=
⇔

=









































































�
�

�
�

 

D
an

s 
to

us
 le

s 
au

tr
es

 c
as

 le
 r

an
g 

de
 la

 m
at

ri
ce

 e
st

 s
up

ér
ie

ur
 o

u 
ég

al
 à

 2
. P

ar
 e

xe
m

pl
e,

 

1
0

2
3

1

1
0

2
1

1

1
0

2
0

1

A

−

=
−

−
−














 

L
es

 p
re

m
iè

re
, d

eu
xi

èm
e,

 tr
oi

si
èm

e 
et

 c
in

qu
iè

m
e 

co
lo

nn
es

 s
on

t d
es

 m
at

ri
ce

s 
de

 v
ec

te
ur

s 
co

lin
éa

ir
es

 ; 
pa

s 
la

 q
ua

tr
iè

m
e.

 D
on

c 
le

 r
an

g 
de

 A
 e

st
 2

. 
P

ro
du

it 
de

 d
eu

x 
m

at
ri

ce
s 

et
 im

ag
e 

de
 v

ec
te

ur
s 

pa
r 

un
e 

ap
pl

ic
at

io
n 

lin
éa

ir
e 

: 
D

on
no

ns
-n

ou
s 

un
e 

m
at

ri
ce

 

 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

a
b

c

A
a

b
c

a
b

c

=














 

O
n 

su
pp

os
e 

la
 b

as
e 

ca
no

ni
qu

e 
; a

lo
rs

 A
 e

st
 la

 m
at

ri
ce

 d
’u

ne
 f

am
ill

e 
de

 v
ec

te
ur

s 
(

)
,

,
u

v
w

�
�
�

 o
ù 

(
)

2
1

3
,

,
u

a
a

a
=
�

, 
(

)
1

2
3

,
,

v
b

b
b

=
�

 e
t 

(
)

1
2

3
,

,
w

c
c

c
=
�

. 

L
e 

pr
od

ui
t d

e 
ce

tte
 m

at
ri

ce
 p

ar
 u

ne
 m

at
ri

ce
 u

ni
co

lo
nn

e,
 c

'e
st

-à
-d

ir
e 

un
e 

m
at

ri
ce

 à
 3

 li
gn

es
 e

t 1
 

co
lo

nn
e,

 d
on

ne
 la

 c
om

bi
na

is
on

 li
né

ai
re

 d
es

 v
ec

te
ur

s 
(

)
,

,
u

v
w

�
�
�

 a
ff

ec
té

s 
de

s 
co

ef
fi

ci
en

ts
 d

e 
la

 

m
at

ri
ce

 c
ol

on
ne

 : 

�
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��

��
��



����������������������
����������	�
��������	���

 

1
1

1

2
2

2

3
3

3

a
b

c
x

a
b

c
y

a
b

c
z


 




 



 







 





 

es
t l

a 
m

at
ri

ce
 d

an
s 

la
 b

as
e 

ca
no

ni
qu

e,
 d

u 
ve

ct
eu

r 
x

u
y

v
z

w
⋅

+
⋅

+
⋅

�
�

�
. 

C
on

si
dé

ro
ns

, m
ai

nt
en

an
t, 

le
 p

ro
du

it 
de

 d
eu

x 
m

at
ri

ce
s 

 

1
1

1
1

1
1

2
2

2
2

2
2

3
3

3
3

3
3

a
b

c
x

y
z

a
b

c
x

y
z

a
b

c
x

y
z


 




 



 







 





 

L
a 

pr
em

iè
re

 c
ol

on
ne

 d
e 

la
 m

at
ri

ce
 p

ro
du

it,
 e

st
 la

 m
at

ri
ce

 d
e 

la
 c

om
bi

na
is

on
 li

né
ai

re
 

1
2

3
x

u
x

v
x

w
⋅

+
⋅

+
⋅

�
�

�
, l

a 
se

co
nd

e 
co

lo
nn

e 
es

t c
el

le
 d

e 
la

 c
om

bi
na

is
on

 li
né

ai
re

 

1
2

3
u

y
v

y
w

y
⋅

+
⋅

+
⋅

�
�

�
 e

t l
a 

tr
oi

si
èm

e 
co

lo
nn

e,
 c

el
le

 d
e 

la
 c

om
bi

na
is

on
 li

né
ai

re
 

1
2

3
z

u
z

v
z

w
⋅

+
⋅

+
⋅

�
�

�
. P

ar
 e

xe
m

pl
e 

: 

 

1
1

1
1

1
0

0
2

0

1
1

1
1

0
1

0
2

0

2
2

0
2

1
1

0
2

2

− −
−

=

−





































 

O
n 

en
 d

éd
ui

t, 
qu

e 
si

 

 

1
1

1

1
1

1

2
2

0
−














 

es
t l

a 
m

at
ri

ce
 d

’u
n 

en
do

m
or

ph
is

m
e 

f d
an

s 
la

 b
as

e 
ca

no
ni

qu
e,

 a
lo

rs
 le

 v
ec

te
ur

 (
-1

, -
1,

 2
) 

a 
po

ur
 

im
ag

e 
le

 v
ec

te
ur

 n
ul

, d
on

c 
qu

e 
le

 n
oy

au
 d

e 
f n

’e
st

 p
as

 r
éd

ui
t a

u 
ve

ct
eu

r 
nu

l, 
et

 d
on

c 
qu

e 
l’

ap
pl

ic
at

io
n 

f n
’e

st
 p

as
 in

je
ct

iv
e.

 
O

n 
re

m
ar

qu
e 

au
ss

i q
ue

 la
 tr

oi
si

èm
e 

co
lo

nn
e 

de
 la

 m
at

ri
ce

 p
ro

du
it 

es
t d

eu
x 

fo
is

 le
 v

ec
te

ur
 

(0
, 0

, 1
) 

; i
l s

’e
ns

ui
t q

ue
 le

 v
ec

te
ur

 (
0,

 0
, 1

) 
es

t u
n 

ve
ct

eu
r 

de
 l’

im
ag

e 
de

 f 
et

 q
u’

il 
es

t l
’i

m
ag

e 

du
 v

ec
te

ur
 (

)
1

1
,

,0
2

2
. 

O
n 

re
m

ar
qu

e 
en

fi
n 

qu
e 

le
 v

ec
te

ur
 (

2,
 2

, 2
) 

es
t l

’i
m

ag
e 

du
 v

ec
te

ur
 (

1,
 0

, 1
) 

pa
r 

f ;
 a

in
si

 le
 

ve
ct

eu
r 

(1
, 1

, 1
) 

es
t a

us
si

 u
n 

ve
ct

eu
r 

de
 l’

im
ag

e 
de

 f.
 

O
n 

vé
ri

fi
e 

fa
ci

le
m

en
t q

ue
 le

s 
de

ux
 v

ec
te

ur
s 

(0
, 0

, 1
) 

et
 (

1,
 1

, 1
) 

fo
rm

en
t u

ne
 f

am
ill

e 
lib

re
 ; 

co
m

m
e 

ils
 s

on
t d

es
 é

lé
m

en
ts

 d
e 

l’
im

ag
e 

de
 f 

; o
n 

en
 d

éd
ui

t q
ue

 l’
im

ag
e 

de
 f 

es
t d

e 
di

m
en

si
on

 
su

pé
ri

eu
re

 o
u 

ég
al

e 
à 

2.
 L

e 
no

ya
u 

es
t d

e 
di

m
en

si
on

 s
up

ér
ie

ur
e 

ou
 é

ga
le

 à
 1

 p
ui

sq
u’

il 
co

nt
ie

nt
 

au
 m

oi
ns

 u
n 

ve
ct

eu
r 

no
n 

nu
l ;

 p
ar

 le
 th

éo
rè

m
e 

du
 r

an
g,

 o
n 

en
 d

éd
ui

t q
ue

 le
 n

oy
au

 e
t l

’i
m

ag
e 

de
 f 

so
nt

 d
e 

di
m

en
si

on
s 

re
sp

ec
tiv

es
 1

 e
t 2

. 
Tr

ac
e 

d’
un

e 
m

at
ri

ce
 e

t v
al

eu
rs

 p
ro

pr
es

 :
 

L
’e

ns
em

bl
e 

de
 to

us
 le

s 
ve

ct
eu

rs
 u
�

 te
ls

 q
ue

 
(

)
f

u
u

λ
=

�
�

 e
st

 u
n 

so
us

-e
sp

ac
e 

ve
ct

or
ie

l d
e 

R
3  

co
nt

en
an

t l
e 

ve
ct

eu
r 

nu
l e

t t
ou

s 
le

s 
ve

ct
eu

rs
 a

ss
oc

ié
s 

à 
la

 v
al

eu
r 

pr
op

re
 λ

. O
n 

l’
ap

pe
lle

 
« 

es
pa

ce
 p

ro
pr

e 
as

so
ci

é 
à 

la
 v

al
eu

r 
pr

op
re

 λ
 »

 ; 
on

 le
 n

ot
e 

so
uv

en
t E

λ.
 

L
a 

so
m

m
e 

de
s 

va
le

ur
s 

pr
op

re
s 

di
st

in
ct

es
, p

on
dé

ré
es

 p
ar

 la
 d

im
en

si
on

 d
e 

l’
es

pa
ce

 p
ro

pr
e 

as
so

ci
é,

 c
'e

st
-à

-d
ir

e 
 

 

(
)

di
m

sp
A

E
λ

λ
λ

∈
⋅

∑
 

es
t é

ga
le

 à
 la

 tr
ac

e 
de

 la
 m

at
ri

ce
, c

'e
st

-à
-d

ir
e 

la
 s

om
m

e 
de

s 
él

ém
en

ts
 d

e 
la

 d
ia

go
na

le
 ; 

pa
r 

ex
em

pl
e,

 s
oi

t 
: 

 

1
1

1

1
1

1

2
2

0

A
=

−














 

Si
 c

et
te

 m
at

ri
ce

 a
 d

es
 v

al
eu

rs
 p

ro
pr

es
, a

lo
rs

 le
ur

 s
om

m
e 

es
t é

ga
le

 à
 1

 +
 1

 +
 0

 =
 2

. 
O

n 
ad

m
et

tr
a 

qu
e 

si
 A

 e
t B

 s
on

t d
eu

x 
m

at
ri

ce
s 

ca
rr

ée
s 

d’
or

dr
e 

3,
 a

lo
rs

 tr
(A

B
) 

=
 tr

(B
A

) 
où

 tr
 

dé
si

gn
e 

la
 tr

ac
e 

de
 la

 m
at

ri
ce

. I
l s

’e
ns

ui
t q

ue
 d

eu
x 

m
at

ri
ce

s 
se

m
bl

ab
le

s 
on

t l
a 

m
êm

e 
tr

ac
e.

 
V

al
eu

rs
 p

ro
pr

es
 d

es
 m

at
ri

ce
s 

A
 e

t A
2 . 

Si
 λ

 e
st

 u
ne

 v
al

eu
r 

pr
op

re
 d

’u
ne

 m
at

ri
ce

 A
, a

lo
rs

 λ
2  e

st
 u

ne
 v

al
eu

r 
pr

op
re

 d
e 

A
2  c

ar
 A

 –
 λ

I 
no

n 
in

ve
rs

ib
le

 im
pl

iq
ue

 (
A

 –
 λ

I)
(A

 +
λI

) 
no

n 
in

ve
rs

ib
le

 e
t d

on
c 

A
2  –

 λ
2 I 

no
n 

in
ve

rs
ib

le
. 

Si
 A

 e
st

 d
ia

go
na

lis
ab

le
, a

lo
rs

 A
2  e

st
 d

ia
go

na
lis

ab
le

 c
ar

 s
i A

 e
st

 s
em

bl
ab

le
 à

 u
ne

 m
at

ri
ce

 
di

ag
on

al
e 

D
, a

lo
rs

 A
2  e

st
 s

em
bl

ab
le

 à
 la

 m
at

ri
ce

 d
ia

go
na

le
 D

2 . D
an

s 
ce

 c
as

 to
ut

es
 le

s 
va

le
ur

s 
pr

op
re

s 
de

 A
2  s

on
t l

es
 c

ar
ré

s 
de

s 
va

le
ur

s 
pr

op
re

s 
de

 A
. 

Si
 A

2  a
 u

ne
 v

al
eu

r 
pr

op
re

 s
tr

ic
te

m
en

t p
os

iti
ve

 λ
 a

lo
rs

 A
 a

 p
ou

r 
va

le
ur

 p
ro

pr
e 

au
 m

oi
ns

 u
n 

de
s 

de
ux

 n
om

br
es

 
λ

, 
λ

−
, c

ar
 s

i l
es

 m
at

ri
ce

s 
A

I
λ

−
 e

t 
A

I
λ

+
 é

ta
ie

nt
 to

ut
es

 d
eu

x 
no

n 
in

ve
rs

ib
le

s,
 il

 e
n 

se
ra

it 
de

 m
êm

e 
de

 A
2  –

 λ
I.

 
Si

 0
 e

st
 v

al
eu

r 
pr

op
re

 d
e 

A
2 , a

lo
rs

 0
 e

st
 v

al
eu

r 
pr

op
re

 d
e 

A
 s

in
on

, A
 s

er
ai

t i
nv

er
si

bl
e 

et
 A

2  
au

ss
i. 

E
n 

re
va

nc
he

, A
2  p

eu
t ê

tr
e 

di
ag

on
al

is
ab

le
 s

an
s 

qu
e 

A
 le

 s
oi

t. 
A

2  p
eu

t a
vo

ir
 d

es
 v

al
eu

rs
 p

ro
pr

es
 n

ég
at

iv
es

. 

E
xe

rc
ic

e 
11

. 
(#

) 
So

it 
f l

’e
nd

om
or

ph
is

m
e 

de
 R

3  d
on

t l
a 

m
at

ri
ce

 A
 d

an
s 

la
 b

as
e 

ca
no

ni
qu

e 
es

t 

 

1
1

1

1
0

1

2
1

0

A
=

−












 

��
��

��
��

��
��

	�

��



����������������������
����������	�
��������	���

1.
 

D
on

ne
r 

le
s 

im
ag

es
 d

es
 v

ec
te

ur
s 

de
 la

 b
as

e 
ca

no
ni

qu
e 

C
 (

1,
 0

, 0
),

 (
0,

 1
, 0

) 
et

 (
0,

 0
, 1

),
 

ai
ns

i q
ue

 l’
im

ag
e 

du
 v

ec
te

ur
 (

x,
 y

, z
) 

où
 x

, y
 e

t z
 s

on
t t

ro
is

 r
ée

ls
 d

on
né

s.
 

2.
 

C
al

cu
le

r 
la

 m
at

ri
ce

 A
2 
; 

en
 d

éd
ui

re
 q

ue
 2

 e
st

 v
al

eu
r 

pr
op

re
 d

e 
A

. 
3.

 
M

on
tr

er
 q

ue
 s

i A
 e

st
 d

ia
go

na
lis

ab
le

 e
t s

i A
 a

 tr
oi

s 
va

le
ur

s 
pr

op
re

s 
λ 1

, λ
2 

et
 2

, a
lo

rs
 

  
1

2

2
2

1
2

1 1

λ
λ

λ
λ

+
=

−

+
=

  
 

E
n 

dé
du

ir
e 

l’
en

se
m

bl
e 

de
s 

va
le

ur
s 

pr
op

re
s 

de
 f.

 L
’a

pp
lic

at
io

n 
f e

st
-e

lle
 b

ije
ct

iv
e 

? 
L

a 
m

at
ri

ce
 A

 e
st

-e
lle

 d
ia

go
na

lis
ab

le
 ?

 S
i o

ui
, d

on
ne

r 
un

e 
m

at
ri

ce
 A

’ 
di

ag
on

al
e,

 s
em

bl
ab

le
 à

 
A

. 
  C

or
ri

gé
 1

1 
1.

 
L

a 
m

at
ri

ce
 A

 e
st

 la
 m

at
ri

ce
 d

e 
f d

an
s 

la
 b

as
e 

ca
no

ni
qu

e 
; i

l s
’e

ns
ui

t q
ue

 le
s 

ve
ct

eu
rs

 

co
lo

nn
es

, c
on

si
dé

ré
s 

co
m

m
e 

ve
ct

eu
rs

 d
e 

R
3 , s

on
t, 

da
ns

 l’
or

dr
e,

 le
s 

m
at

ri
ce

s 
de

s 
im

ag
es

 

de
s 

ve
ct

eu
rs

 d
e 

la
 b

as
e 

ca
no

ni
qu

e 
; a

in
si

, 

 
(

)
(

)
(

)
1,

0
,0

1,
1,

2
f

=
−

,  
 

(
)

(
)

(
)

0
,1

,0
1

,0
,1

f
=

,  
 

(
)

(
)

(
)

0
,0

,1
1

,1
,0

f
=

 

So
it 

m
ai

nt
en

an
t, 

un
 v

ec
te

ur
 

(
)

,
,

u
x

y
z

=
�

. S
on

 im
ag

e 
pa

r 
f e

st
 d

on
né

e 
pa

r 
sa

 m
at

ri
ce

 
da

ns
 la

 b
as

e 
ca

no
ni

qu
e 

: 

  

1
1

1

1
0

1

2
1

0
2

x
x

y
z

y
x

z

z
x

y

+
+

−
=

−
+ +





































 

O
n 

a 
do

nc
 

(
)

(
)

(
)

,
,

,
,

2
f

x
y

z
x

y
z

x
z

x
y

=
+

+
−

+
+

. 
2.

 
U

n 
ca

lc
ul

 im
m

éd
ia

t n
ou

s 
do

nn
e 

: 

  
2

1
1

1
1

1
1

2
2

2

1
0

1
1

0
1

1
0

1

2
1

0
2

1
0

1
2

3

A
=

−
−

=
−





































 

O
n 

re
m

ar
qu

e 
qu

e 
l’

im
ag

e 
du

 v
ec

te
ur

 (
1,

 0
, 1

) 
pa

r 
f e

st
 le

 v
ec

te
ur

 (
2,

 0
, 2

),
 c

'e
st

-à
-d

ir
e 

2 
fo

is
 le

 v
ec

te
ur

 (
1,

 0
, 1

).
 I

l e
n 

ré
su

lte
 q

ue
 2

 e
st

 u
ne

 v
al

eu
r 

pr
op

re
 d

e 
f (

ou
 d

e 
A

) 
et

 q
ue

 
(1

, 0
, 1

) 
en

 e
st

 u
n 

ve
ct

eu
r 

pr
op

re
. 

3.
 

Si
 A

 e
st

 d
ia

go
na

lis
ab

le
 e

t a
 3

 v
al

eu
rs

 p
ro

pr
es

 λ
1,

 λ
2 

et
 2

, a
lo

rs
 A

2  a
 3

 v
al

eu
rs

 p
ro

pr
es

 λ
12 , 

λ 2
2  e

t 4
, c

ar
 

  

0

 v
p 

de
0

,
2

0

A
X

A
X

X
λ

⇔
∃

≠
=
















 

im
pl

iq
ue

 

  
(

)
(

)
(

)
2

2
A

X
A

A
X

A
X

A
X

X
X

λ
λ

λ
λ

λ
=

=
=

=
=

 

E
n 

ut
ili

sa
nt

 la
 tr

ac
e 

de
 A

 e
t l

a 
tr

ac
e 

de
 A

2 , o
n 

ob
tie

nt
 : 

  
1

2

2
2

1
2

2
1

4
5

λ
λ

λ
λ

+
+

=

+
+

=

  
   

et
 d

on
c 

  
1

2

2
2

1
2

1 1

λ
λ

λ
λ

+
=

−

+
=

  
 

E
n 

él
ev

an
t l

a 
pr

em
iè

re
 é

ga
lit

é 
au

 c
ar

ré
 : 

  
2

2

1
2

1
2

2
1

λ
λ

λ
λ

+
+

=
   

et
 d

on
c 

  
1

2
2

0
λ

λ
=

 

pa
r 

su
ite

 o
n 

ob
tie

nt
 le

s 
de

ux
 a

ut
re

s 
va

le
ur

s 
pr

op
re

s 
po

ss
ib

le
s 

de
 A

 : 
0 

et
 –

1.
 

A
in

si
, s

i A
 e

st
 d

ia
go

na
lis

ab
le

, l
’e

ns
em

bl
e 

de
s 

va
le

ur
s 

pr
op

re
s 

es
t {

0,
 1

, 2
}.

 O
n 

co
ns

ta
te

 
qu

e 
la

 s
om

m
e 

de
 la

 p
re

m
iè

re
 e

t d
e 

la
 tr

oi
si

èm
e 

co
lo

nn
e 

de
 A

 d
on

ne
 d

eu
x 

fo
is

 la
 s

ec
on

de
 

co
lo

nn
e 

de
 A

 ; 
on

 e
n 

dé
du

it 
qu

e 
A

 n
’e

st
 p

as
 d

e 
ra

ng
 3

 e
t d

on
c 

0 
es

t v
al

eu
r 

pr
op

re
 d

e 
A

. 
E

nf
in

 

  

2
1

1

1
1

1

2
1

1

A
I

+
=

−












 

L
es

 d
eu

x 
de

rn
iè

re
s 

co
lo

nn
es

 d
e 

A
 +

 I
 é

ta
nt

 id
en

tiq
ue

, i
l e

st
 c

la
ir

 q
ue

 c
et

te
 m

at
ri

ce
 e

st
 n

on
 

in
ve

rs
ib

le
 e

t d
on

c 
qu

e 
–1

 e
st

 a
us

si
 v

al
eu

r 
pr

op
re

 d
e 

A
. 

O
n 

pe
ut

 d
on

c 
co

nc
lu

re
 q

ue
 l’

en
se

m
bl

e 
de

s 
va

le
ur

s 
pr

op
re

s 
de

 A
 e

st
 {

0,
 –

1,
 2

}.
 

0 
es

t v
al

eu
r 

pr
op

re
 d

e 
A

 (
ou

 d
e 

f)
 d

on
c 

f n
’e

st
 p

as
 in

je
ct

iv
e,

 d
on

c 
pa

s 
bi

je
ct

iv
e 

(e
t d

on
c 

A
 

n’
es

t p
as

 in
ve

rs
ib

le
).

 

A
 a

 tr
oi

s 
va

le
ur

s 
pr

op
re

s 
di

st
in

ct
es

 e
t R

3  e
st

 d
e 

di
m

en
si

on
 3

 ; 
do

nc
 A

 e
st

 d
ia

go
na

lis
ab

le
 

et
, d

an
s 

un
e 

ba
se

 d
e 

ve
ct

eu
rs

 p
ro

pr
es

, l
a 

m
at

ri
ce

 d
e 

f e
st

 A
’ 

dé
fi

ni
e 

pa
r 

: 

  

0
0

0

'
0

1
0

0
0

2

A
=

−














 

L
es

 d
eu

x 
m

at
ri

ce
s 

A
 e

t A
’ 

so
nt

 le
s 

m
at

ri
ce

s 
d’

un
 m

êm
e 

en
do

m
or

ph
is

m
e 

da
ns

 d
eu

x 
ba

se
s 

de
 R

3 , d
on

c 
el

le
s 

so
nt

 s
em

bl
ab

le
s.

 

P
ro

ba
bi

li
té

s 

E
xe

rc
ic

e 
12

. 
(*

) 
So

it 
n 

un
 e

nt
ie

r 
na

tu
re

l n
on

 n
ul

. 
U

ne
 u

rn
e 

U
n 

co
nt

ie
nt

 n
 b

ou
le

s 
nu

m
ér

ot
ée

s 
de

 1
 à

 n
. O

n 
ef

fe
ct

ue
 d

an
s 

ce
tte

 u
rn

e 
un

e 
su

cc
es

si
on

 d
e 

tir
ag

es
 d

’u
ne

 b
ou

le
, e

n 
ap

pl
iq

ua
nt

 la
 r

èg
le

 s
ui

va
nt

e 
: 

si
 u

ne
 b

ou
le

 ti
ré

e 
po

rt
e 

le
 

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
��

�
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
!
��
��
�	�
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��

��
��

��
��

	�

��



����������������������
����������	�
��������	���

n°
k 

al
or

s,
 a

va
nt

 d
e 

pr
oc

éd
er

 a
u 

tir
ag

e 
su

iv
an

t, 
on

 r
et

ir
e 

de
 l’

ur
ne

 to
ut

es
 le

s 
bo

ul
es

 d
e 

n°
 

su
pé

ri
eu

r 
ou

 é
ga

l à
 k

. 
O

n 
no

te
 X

n 
la

 v
ar

ia
bl

e 
al

éa
to

ir
e 

ég
al

e 
au

 n
om

br
e 

de
 ti

ra
ge

s 
né

ce
ss

ai
re

s 
po

ur
 v

id
er

 l’
ur

ne
 U

n 
de

 to
ut

es
 s

es
 b

ou
le

s.
 

P
ré

lim
in

ai
re

 
So

it
 a

 u
n 

no
m

br
e 

ré
el

 e
t (

s n
) 

la
 s

ui
te

 d
éf

in
ie

 p
ar

 

 

(
)

1

1
2

1

1

 fi
xé

2,
n

n
n

a

s

n
s

s
s

s
−

+

   ∀
≥

=
+

+
+

 
�

 

1.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 p
ou

r 
to

ut
 n

 ≥
 2

, 
1

1
n

n

a

n
s

s
+

+
+

=
 

2.
 

P
ou

r 
qu

el
le

 v
al

eu
r 

de
 a

 la
 s

ui
te

 (
s n

) 
es

t-e
lle

 s
ta

tio
nn

ai
re

 ?
 

P
ar

tie
 A

 
1.

 
D

on
ne

r 
la

 lo
i d

e 
X

1,
 la

 lo
i d

e 
X

2 
ai

ns
i q

ue
 le

ur
s 

es
pé

ra
nc

es
. 

2.
 

D
ét

er
m

in
er

 la
 lo

i d
e 

X
3 

ai
ns

i q
ue

 s
on

 e
sp

ér
an

ce
. 

3.
 

D
ét

er
m

in
er

 la
 lo

i d
e 

X
4 

ai
ns

i q
ue

 s
on

 e
sp

ér
an

ce
. 

P
ar

tie
 B

 
O

n 
ét

ud
ie

 d
és

or
m

ai
s 

le
 c

as
 g

én
ér

al
. 

1.
 

C
al

cu
le

r 
le

s 
pr

ob
ab

ili
té

s 
de

s 
év

én
em

en
ts

 (
X

n 
=

 1
) 

et
 (

X
n 

=
 n

).
 

2.
 

O
n 

dé
si

gn
e 

pa
r 

N
1 

la
 v

ar
ia

bl
e 

al
éa

to
ir

e 
ég

al
 a

u 
n°

 d
e 

la
 p

re
m

iè
re

 b
ou

le
 ti

ré
e.

 
a.

 
R

ec
on

na
îtr

e 
la

 lo
i d

e 
N

1.
 

b.
 

V
ér

ifi
er

 q
ue

 :
 

  
{

}
(

)
(

)
1

1

0 
   

   
   

   
   

   
   

   
  s

i 
1

,
2,

,
,

/
1

   
si

 
n

i

i
k

i
k

n
p

X
k

N
i

p
X

k
i

k
−

≤
−

∀
∈

=
=

=
=

−
≥

  
�

 

c.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 :
 

  
{

}
(

)
(

)
1 1

1
2,

,
,

1
n

i
k

n
i

k
n

p
X

k
p

X
k

n

−

=
−

∀
∈

=
=

=
−

∑
�

 

3.
 

C
al

cu
le

r 
la

 p
ro

ba
bi

lit
é 

de
 (

X
n 

=
 2

).
 

4.
 

P
ou

r 
n 

≥ 
2,

 o
n 

po
se

 :
 

(
)

!
1

n
n

v
n

p
X

n
=

=
−

. 

a.
 

E
ta

bl
ir

 q
ue

 :
 

1
2,

n
n

n
v

v
n

+
∀

≥
=

+
 

b.
 

E
n 

dé
du

ir
e 

la
 p

ro
ba

bi
lit

é 
de

 l’
év

én
em

en
t (

X
n 

=
 n

 –
 1

).
 

P
ar

tie
 C

 
1.

 
M

on
tr

er
 q

ue
 :

 

  
(

)
(

)
1 1

1
2,

1
n

i
i

n
n

E
X

E
X

n

− =

∀
≥

=
+

∑
 

2.
 

E
n 

dé
du

ir
e 

qu
e 

: 

  
(

)
(

)
1

1
2,

n
n

n
E

X
E

X
n

−
∀

≥
=

+
 

3.
 

M
on

tr
er

 q
ue

 :
 

  
(

)
1

1
1,

n

k
n

n
E

X
k

=

∀
≥

=
∑

 

D
ét

er
m

in
er

 u
n 

éq
ui

va
le

nt
 d

e 
E

(X
n)

 lo
rs

qu
e 

n 
te

nd
 v

er
s 

+
∞

. 

  C
or

ri
gé

 1
2 

Pr
él

im
in

ai
re

 
1.

 
So

it 
n 

un
 e

nt
ie

r 
na

tu
re

l s
up

ér
ie

ur
 o

u 
ég

al
 à

 2
, 

  
(

)
(

)
1

1
2

1
1

2
1

1
1

1
n

n
n

n
n

n
n

s
s

s
s

s
s

s
s

s
+

−
−

+
−

=
+

+
+

+
−

+
+

+
�

�
 

So
it

 

  
(

)
1

1
2

1

1
1

1

1
1

n
n

n
n

n
n

n
s

s
s

s
s

s
+

−
−

+
+




−
=

+
+

+
+







�
 

O
r 

(
)

1
1

1

1
1

n
n

n
n

−
=

−
+

+
, o

n 
en

 d
éd

ui
t d

on
c 

  
(

)
1

2
1

1

1
1

1

1
1

n
n

n
n

a
n

n
n

s
s

s
s

s
s

+
−

⋅
+

+
−

=
−

+
+

+
=










�
 

D
’o

ù 
l’

ex
pr

es
si

on
 : 

1
2,

1
n

n

a
n

s
s

n
+

∀
≥

=
+

+
 

2.
 

Po
ur

 q
ue

 la
 s

ui
te

 (
s n

) 
so

it 
st

at
io

nn
ai

re
, i

l f
au

t q
ue

 d
eu

x 
te

rm
es

 c
on

sé
cu

tif
s 

de
 la

 s
ui

te
 s

oi
t 

ég
au

x.
 O

r 
la

 r
el

at
io

n 
1

n
n

s
s

+
=

 im
pl

iq
ue

 a
 =

 0
. R

éc
ip

ro
qu

em
en

t, 
si

 a
 =

 0
, p

ou
r 

to
ut

 n
 

su
pé

ri
eu

r 
ou

 é
ga

l à
 2

, 
1

n
n

s
s

+
=

 e
t d

on
c 

(s
n)

 e
st

 s
ta

tio
nn

ai
re

. 

Pa
rti

e 
A

 
1.

 
X

1 
es

t l
a 

va
ri

ab
le

 a
lé

at
oi

re
 é

ga
le

 a
u 

no
m

br
e 

de
 ti

ra
ge

s 
né

ce
ss

ai
re

s 
po

ur
 v

id
er

 u
ne

 u
rn

e 
ne

 
co

nt
en

an
t q

u’
un

e 
se

ul
e 

bo
ul

e 
(d

e 
n°

1)
 d

e 
so

n 
co

nt
en

u.
 C

’e
st

 c
la

ir
, l

’u
rn

e 
es

t v
id

e 
au

 
pr

em
ie

r 
et

 s
eu

l t
ir

ag
e.

 A
in

si
, 

(
)

{}
1

1
X

Ω
=

 e
t p

(X
1 

=
 1

) 
=

 1
, E

(X
1)

 =
 1

. 

X
2 

es
t l

a 
va

ri
ab

le
 a

lé
at

oi
re

 é
ga

le
 a

u 
no

m
br

e 
de

 ti
ra

ge
s 

né
ce

ss
ai

re
s 

po
ur

 v
id

er
 u

ne
 u

rn
e 

ne
 

co
nt

en
an

t q
ue

 d
eu

x 
bo

ul
es

 (
n°

1 
et

 n
°2

) 
de

 s
on

 c
on

te
nu

. L
’u

rn
e 

pe
ut

 e
st

 v
id

e 
ap

rè
s 

le
 

pr
em

ie
r 

tir
ag

e 
si

 l’
on

 ti
re

 le
 n

°1
 ; 

to
ut

ef
oi

s,
 s

i o
n 

tir
e 

le
 n

°2
, o

n 
su

pp
ri

m
e 

de
 l’

ur
ne

 la
 

bo
ul

e 
n°

2 
et

 o
n 

pr
oc

èd
e 

à 
un

 n
ou

ve
au

 ti
ra

ge
 d

an
s 

l’
ur

ne
 n

e 
co

nt
en

an
t p

lu
s 

qu
e 

la
 b

ou
le

 

�
��

��
��

��
	�


�	
�	

�
�

	�
��



����������������������
����������	�
��������	���

n°
1.

 A
in

si
, 

(
)

{
}

2
1,

2
X

Ω
=

 e
t o

n 
a 

le
s 

ré
su

lt
at

s 
su

iv
an

ts
 : 

  
(

)

(
)

2

2

1
2

1
1

1
2

2
1

3
1

2
2

k

p
X

k

k
p

X
k

Σ

=

⋅
=

 

2.
 

X
3 

es
t l

a 
va

ri
ab

le
 a

lé
at

oi
re

 é
ga

le
 a

u 
no

m
br

e 
de

 ti
ra

ge
s 

né
ce

ss
ai

re
s 

po
ur

 v
id

er
 u

ne
 u

rn
e 

ne
 

co
nt

en
an

t q
ue

 d
eu

x 
bo

ul
es

 (
n°

1,
 2

 e
t n

°3
) 

de
 s

on
 c

on
te

nu
. L

’u
rn

e 
pe

ut
 e

st
 v

id
e 

ap
rè

s 
le

 
pr

em
ie

r 
tir

ag
e 

si
 l’

on
 ti

re
 le

 n
°1

 ; 
to

ut
ef

oi
s,

 s
i o

n 
tir

e 
le

 n
°2

, o
n 

su
pp

ri
m

e 
de

 l’
ur

ne
 le

s 
bo

ul
es

 n
°2

 e
t n

°3
, p

ui
s 

on
 p

ro
cè

de
 à

 u
n 

no
uv

ea
u 

tir
ag

e 
da

ns
 l’

ur
ne

 n
e 

co
nt

en
an

t p
lu

s 
qu

e 
la

 b
ou

le
 n

°1
. E

nf
in

, s
i o

n 
tir

e 
la

 b
ou

le
 n

°3
, a

lo
rs

, p
ou

r 
le

 ti
ra

ge
 s

ui
va

nt
, o

n 
es

t r
am

en
é 

à 
un

 ti
ra

ge
 d

an
s 

un
e 

ur
ne

 c
on

te
na

nt
 le

s 
bo

ul
es

 n
°1

 e
t 2

. D
és

ig
no

ns
 p

ar
 N

k 
le

 n
° 

de
 la

 k
èm

e  
bo

ul
e 

tir
ée

. O
n 

a 
(

)
{

}
3

1,
2,

3
X

Ω
=

 e
t o

n 
ob

ti
en

t l
es

 r
és

ul
ta

ts
 s

ui
va

nt
s 

: 

  
(

)
(

)
3

1

1
1

1
3

p
X

p
N

=
=

=
=

 

  
(

)
(

)
3

1
2

3

1
1

1
3

3
2

1
1

3
2

6
p

X
p

N
N

N
=

=
=

∩
=

∩
=

=
×

×
=

 

O
n 

en
 d

éd
ui

t 
(

)
3

2
p

X
=

. R
és

um
on

s 

  
(

)

(
)

3

3

1
2

3

1
1

1
1

3
2

6
1

1
11

1
3

2
6

k

p
X

k

k
p

X
k

Σ

=

⋅
=

 

3.
 

X
4 

es
t l

a 
va

ri
ab

le
 a

lé
at

oi
re

 é
ga

le
 a

u 
no

m
br

e 
de

 ti
ra

ge
s 

né
ce

ss
ai

re
s 

po
ur

 v
id

er
 u

ne
 u

rn
e 

ne
 

co
nt

en
an

t q
ue

 q
ua

tr
e 

bo
ul

es
 (

n°
1,

 2
, 3

 e
t 4

) 
de

 s
on

 c
on

te
nu

. L
’u

rn
e 

pe
ut

 e
st

 v
id

e 
ap

rè
s 

le
 

pr
em

ie
r 

tir
ag

e 
si

 l’
on

 ti
re

 le
 n

°1
 ; 

to
ut

ef
oi

s,
 s

i o
n 

tir
e 

le
 n

°2
, 3

 o
u 

4 
au

 p
re

m
ie

r 
tir

ag
e,

 p
ui

s 
le

 n
°1

 a
u 

de
ux

iè
m

e,
 a

lo
rs

 l’
ur

ne
 e

st
 v

id
e 

en
 d

eu
x 

tir
ag

es
. E

lle
 p

eu
t ê

tr
e 

vi
de

 e
n 

tr
oi

s 
tir

ag
es

 s
i o

n 
tir

e 
la

 b
ou

le
 n

°1
 a

u 
tr

oi
si

èm
e 

tir
ag

e.
 E

nf
in

, s
i o

n 
tir

e 
la

 b
ou

le
 n

°4
, p

ui
s,

 
su

cc
es

si
ve

m
en

t l
es

 b
ou

le
s 

n°
3,

 2
 e

t 1
, a

lo
rs

 l’
ur

ne
 e

st
 v

id
e 

en
 4

 ti
ra

ge
s.

 D
és

ig
no

ns
 p

ar
 N

k 
le

 n
° 

de
 la

 k
èm

e  b
ou

le
 ti

ré
e.

 O
n 

a 
(

)
{

}
4

1
,2

,3
,4

X
Ω

=
 e

t o
n 

ob
ti

en
t l

es
 r

és
ul

ta
ts

 s
ui

va
nt

s 
: 

(
)

(
)

4
1

1
1

1
4

p
X

p
N

=
=

=
=

(
)

(
)

(
)

[
]

(
)

(
)

[
]

(
)

(
)

[
]

2
4

1
2

1
2

1
2

2
1

3
1

4
1

p
X

p
N

N
p

N
N

p
N

N
=

=
=

∩
=

+
=

∩
=

+
=

∩
=

(
)

4

1
1

1
11

2
1

4
2

3
24

p
X

=
=

+
+

=









 

(
)

(
)

4
1

2
3

4

1
1

1
1

4
4

3
2

1
1

4
3

2
24

p
X

p
N

N
N

N
=

=
=

∩
=

∩
=

∩
=

=
×

×
×

=
 

O
n 

en
 d

éd
ui

t 
(

)
4

3
p

X
=

. R
és

um
on

s 

  
(

)

(
)

4

4

1
2

3
4

1
11

1
1

1
4

24
4

24
1

11
3

1
25

4
12

4
6

12

k

p
X

k

k
p

X
k

Σ

=

⋅
=

 

  

Pa
rti

e 
B

 

1.
 

E
n 

ut
ili

sa
nt

 la
 v

ar
ia

bl
e 

N
k 

ég
al

e 
au

 n
° 

de
 la

 k
èm

e  b
ou

le
 ti

ré
e,

 l’
év

én
em

en
t 

(
)

n
X

n
=

 e
st

 

éq
ui

va
le

nt
 à

 (
)

(
)

(
)

1
2

1
1

n
N

n
N

n
N

=
∩

=
−

∩
∩

=
�

 ; 
on

 a
 d

on
c 

  
(

)
(

)
1 1

1
1

!

n

n
k

k

p
X

n
p

N
n

k
n

− =

=
=

=
−

+
=










∩
 

et
 im

m
éd

ia
te

m
en

t, 
 

  
(

)
(

)
1

1
1

1
n

p
X

p
N

n
=

=
=

=
 

2 
a.

 I
l e

st
 c

la
ir

 q
ue

 N
1 

su
it 

un
e 

lo
i u

ni
fo

rm
e 

su
r 

{
}

1,
2,

,
n

�
. B

ie
n 

qu
’e

lle
 n

e 
so

it 
p

as
 

de
m

an
dé

e,
 

(
)

1

1

2

n
E

N
+

=
 

2 
b.

 S
oi

t 
{

}
,

2
,3

,
,

i
k

n
∈

�
 ; 

l’
év

én
em

en
t 

(
)

1
/

n
X

k
N

i
=

=
 e

st
 l’

év
én

em
en

t «
 v

id
er

 l’
ur

ne
 

co
nt

en
an

t l
es

 b
ou

le
s 

n°
 1

, 2
, …

, i
 –

 1
, e

n 
k 

– 
1 

tir
ag

es
. »

. 
C

et
 é

vé
ne

m
en

t e
st

 im
po

ss
ib

le
 s

i 
1

1
i

k
−

<
−

, c
'e

st
-à

-d
ir

e 
si

 
1

i
k

≤
−

, e
t d

an
s 

ce
 c

as
 

(
)

1
/

0
n

p
X

k
N

i
=

=
=

. 

Si
 

1
1

i
k

−
≥

−
, c

'e
st

-à
-d

ir
e 

si
 i

k
≥

, a
lo

rs
, a

pr
ès

 le
 p

re
m

ie
r 

tir
ag

e,
 l’

ur
ne

 c
on

tie
nt

 le
s 

bo
ul

es
 n

um
ér

ot
ée

s 
de

 1
 à

 i 
– 

1 
; d

on
c 

on
 d

oi
t v

id
er

 l’
ur

ne
 e

n 
k 

– 
1 

tir
ag

es
 ; 

ai
ns

i :
 

(
)

(
)

1
1

/
1

n
i

p
X

k
N

i
p

X
k

−
=

=
=

=
−

. 

E
t d

on
c 

: 

  
{

}
(

)
(

)
1

1

0 
   

   
   

   
   

   
   

   
si

 
1

,
2,

,
,

/
1

   
si

 
n

i

i
k

i
k

n
p

X
k

N
i

p
X

k
i

k
−

≤
−

∀
∈

=
=

=
=

−
≥

  
�

 

2 
c.

 D
’a

pr
ès

 la
 f

or
m

ul
e 

de
s 

pr
ob

ab
ili

té
s 

to
ta

le
s,

 e
n 

ut
ili

sa
nt

 le
 s

ys
tè

m
e 

co
m

pl
et

 d
’é

vé
ne

m
en

ts
 

(
)

1
1

i
N

i
≥

=
 

  
{

}
(

)
(

)
(

)
1

1
1

2,
,

,
/

n

n
n

i

k
n

p
X

k
p

X
k

N
i

p
N

i
=

∀
∈

=
=

=
=

=
∑

�
 

O
n 

ut
ili

se
 la

 r
el

at
io

n 
ob

te
nu

e 
da

ns
 la

 q
ue

st
io

n 
pr

éc
éd

en
te

 e
t 

(
)

(
)

1

1
1

1
n

p
X

p
N

n
=

=
=

=
, 



����������������������
����������	�
��������	���

d’
où

 (
1)

 : 

  
{

}
(

)
(

)
(

)
1

1
1

1
1

2,
,

,
1

1
n

n

n
i

i
i

k
i

k

k
n

p
X

k
p

X
k

p
X

k
n

n

−

−
=

=
−

∀
∈

=
=

=
−

=
=

−
∑

∑
�

 

3.
 

E
n 

ap
pl

iq
ua

nt
 c

et
te

 r
el

at
io

n,
 

  
(

)
(

)
1

1

1
1

1
1

1
2

1
n

n

n
i

i
i

p
X

p
X

n
n

i

−
−

=
=

=
=

=
=

∑
∑

 

4 
a.

 P
ou

r 
n 

≥ 
2,

 
(

)
(

)
1

1
1

!
n

n
v

n
p

X
n

+
+

=
+

=
, e

n 
ut

ili
sa

nt
 (

1)
 : 

  
(

)
(

)
[

]
(

)
(

)
[

]
1

1
1

1
!

1
!

1
1

1

n

n
i

n
n

i
n

n
v

p
X

n
n

p
X

n
p

X
n

n
+

−
=

−

+
=

=
−

=
=

−
+

=
−

+
∑

 

pu
is

, e
n 

dé
ve

lo
pp

an
t 

: 

  
(

)
(

)
1

1
!

!
1

1
!

n
n

n
v

n
n

p
X

n
n

v
n

+
=

+
=

−
=

+
−

 
 

(2
) 

4 
b.

 P
ou

r 
n 

≥ 
2,

 o
n 

dé
du

it 
de

 la
 r

el
at

io
n 

(2
) 

: 

  
(

)
(

)
(

)

(
)

1

1
1

2
3

2
2

2
2

2
2

2
1

1

n

n
n

n
n

n
k

v
v

v
v

v
v

v
v

v
k

v
p

X

−

−
−

−
=

=
−

+
−

+
+

−
+

=
+

=
=

=

    

∑
�

 

Fi
na

le
m

en
t 

  
(

)1
2

n

n
n

v
−

=
   

et
 d

on
c 

  
(

)
(

)
1

1
!

2
2

!
n

n

v
p

X
n

n
n

=
−

=
=

−
 

Pa
rti

e 
C

 

1.
 

Po
ur

 n
 ≥

 2
, e

n 
ut

ili
sa

nt
 (

1)
 : 

  
(

)
(

)
(

)
1

2
1

1
1

1
n

n

n
n

i
k

i
k

E
X

p
X

k
p

X
k

n

−

=
=

−
=

=
+

=
−










∑
∑

 

  
(

)
(

)
1

2
2

1
1

1
n

i

n
i

i
k

E
X

k
p

X
k

n
n

−
=

=
=

+
⋅

=
−










∑
∑

 

  
(

)
(

)
(

)
1

1
2

1

1
1

1
n

i

n
i

i
k

E
X

k
p

X
k

n
n

−

−
=

=
=

+
+

⋅
=










∑
∑

 

or
 

(
)

1

1
1

1
i

i
k

p
X

k
−

−
=

=
=

∑
 ; 

on
 e

n 
dé

du
it

 : 

  
(

)
(

)
[

]
(

)
1

1
2

2

1
1

1
1

1
1

n
n

n
i

i
i

i

n
E

X
E

X
E

X
n

n
n

n
n

−
−

=
=

−
=

+
+

=
+

+
∑

∑
 

E
t d

on
c 

: 

  
(

)
(

)
1 1

1
2,

1
n

n
i

i

n
E

X
E

X
n

− =
∀

≥
=

+
∑

 

2.
 

D
’a

p
rè

s 
la

 p
re

m
iè

re
 q

ue
st

io
n 

de
s 

pr
él

im
in

ai
re

s 
: 

  
(

)
(

)
(

)
(

)
1

1
1

1
1

2,
1

n

n
i

n
n

i

n
E

X
E

X
E

X
E

X
n

n

−

−
=

∀
≥

=
+

⇒
=

+
∑

 
(3

) 

3.
 

O
n 

a 

  
(

)

(
)

(
)

1

1

1

1
2,

n
n

E
X

n
E

X
E

X
n

−

=

∀
≥

=
+

    

 

M
on

tr
on

s 
pa

r 
ré

cu
rr

en
ce

 q
ue

 
(

)
1

1
1,

n

n
k

n
E

X
k

=
∀

≥
=

∑
. 

In
iti

al
is

at
io

n 
: 

(
)

1

1
1

1
1

k
E

X
k

=
=

=
∑

 

H
yp

ot
hè

se
 d

e 
ré

cu
rr

en
ce

 : 
O

n 
su

pp
os

e 
qu

e 
po

ur
 u

n 
en

tie
r 

na
tu

re
l n

 n
on

 n
ul

 q
ue

lc
on

qu
e,

 

fix
é,

 
(

)
1

1
n

n
k

E
X

k
=

=
∑

 

H
ér

éd
ité

 : 
O

n 
do

it 
en

 d
éd

ui
re

 q
ue

 
(

)
1

1
1

1
n

n
k

E
X

k

+

+
=

=
∑

. 

D
’a

pr
ès

 la
 p

ro
pr

ié
té

 (
3)

, 
(

)
(

)
1

1
1

1

1
1

1
1

1
1

n
n

n
n

k
k

E
X

E
X

n
k

n
k

+

+
=

=
=

+
=

+
=

+
+

∑
∑

. 

C
on

cl
us

io
n 

: 
(

)
1

1
1,

n

n
k

n
E

X
k

=
∀

≥
=

∑
. 

O
n 

re
co

nn
aî

t l
a 

sé
ri

e 
ha

rm
on

iq
ue

 e
t, 

pa
r 

ex
pé

ri
en

ce
, o

n 
sa

it 
qu

e 
ce

tte
 s

ér
ie

 d
iv

er
ge

 e
t q

ue
 

1

1
~

ln
n

n
k

n
k

→
+∞

=∑
 ; 

to
ut

ef
oi

s,
 c

e 
n’

es
t p

as
 u

n 
ré

su
lta

t d
e 

co
ur

s 
et

 o
n 

do
it 

sa
vo

ir
 le

 d
ém

on
tr

er
. 

Po
ur

 to
ut

 e
nt

ie
r 

na
tu

re
l n

on
 n

ul
 k

 e
t p

ou
r 

ré
el

 t 
co

m
pr

is
 e

nt
re

 k
 e

t k
 +

 1
, 

  
1

1
1

1
1

k
t

k
k

t
k

≤
≤

+
⇒

≤
≤

+
 

E
n 

in
té

gr
an

t e
nt

re
 k

 e
t k

 +
 1

, 

  
1

1
1

1

k k

dt

k
t

k

+
≤

≤
+

∫
 

O
n 

a,
 e

n 
so

m
m

an
t 

: 

  
1

1

1
1

1
1

1
1

1

1

n
n

n
n

k
k

k

dt

k
t

k
k

−
−

=
=

=
≤

≤
≤

+
∑

∑
∑

∫
 

C
'e

st
-à

-d
ir

e 
: 

  
2

1

1
1

ln
n

n

k
k

n
k

k
=

=
≤

≤
∑

∑
 

D
’o

ù 



����������������������
����������	�
��������	���

  
1

1

1
1

1
ln

n
n

k
k

n
k

k
=

=
−

≤
≤

∑
∑

 

O
n 

ob
ti

en
t d

on
c 

: 

  
1

1
ln

ln
1

n

k

n
n

k
=

≤
≤

+
∑

 

O
n 

a 
bi

en
 

1

1
~

ln
n

n
k

n
k

→
+∞

=∑
. 

R
ép

on
se

s 
au

 Q
C

M
 

1 
V

ra
i ;

 f 
es

t l
a 

ré
ci

pr
oq

ue
 d

e 
f–1

. S
i o

n 
po

se
 g

 =
 f–1

 a
lo

rs
 g

 e
t g

–1
 s

on
t d

ér
iv

ab
le

s 
su

r 
I 

et
 

su
r 

J 
re

sp
ec

tiv
em

en
t 

; d
e 

pl
us

, p
ou

r 
to

ut
 x

 d
e 

J,
 g

’(
x)

 ≠
 0

. 
2 

Fa
ux

 ; 
pr

en
dr

e 
la

 f
on

ct
io

n 
pa

rt
ie

 e
nt

iè
re

 d
éf

in
ie

 s
ur

 [
0,

 1
] 

: 

   
  

(
)




f
x

x
=

 

[
[

(
)

0,
1

,
0

x
f

x
∀

∈
=

  e
t f

(1
) 

=
 1

 

L
es

 d
eu

x 
pr

op
ri

ét
és

 : 

f d
e 

cl
as

se
 C

1  s
ur

 [
0,

 1
[ 

 e
t  

(
)

1 1

,
lim x x

a
f

x
a

→ <

′
∃

∈
=

�
 s

on
t b

ie
n 

vé
ri

fi
ée

 ; 
m

ai
s 

f n
’e

st
 

pa
s 

C
1  s

ur
 [

0,
 1

] 
ca

r 
el

le
 n

’y
 e

st
 m

êm
e 

pa
s 

co
nt

in
ue

. 
 

3 
Fa

ux
 ; 

on
 a

 : 

(
)

(
) (

) (
)

(
)

(
)

(
) ()

1
1 0

!
1

!

n
k

n
b

k
n

a
k

f
a

b
t

f
b

b
a

f
t

dt
k

n

−
− =

−
=

−
+

−
∑

∫
 

L
e 

ch
an

ge
m

en
t d

e 
va

ri
ab

le
 u

 =
 b

 –
 t 

do
nn

e 

(
)

(
) (

) (
)

(
)

(
) (

)
1

1

0
0

!
1

!

k
n

n
b

a
k

n

k

f
a

u
f

b
b

a
f

b
u

dt
k

n

−
−

−

=

=
−

+
−

−
∑

∫
 

4 
V

ra
i ;

 c
et

te
 f

on
ct

io
n 

es
t c

on
tin

ue
 s

ur
 R

, d
on

c 
el

le
 a

dm
et

 d
es

 p
ri

m
iti

ve
s.

 

V
oi

r 
ex

er
ci

ce
 7

 
5 

Fa
ux

 ; 
si

 P
 e

st
 u

n 
po

ly
nô

m
e 

de
 d

eg
ré

 n
 d

e 
co

ef
fi

ci
en

t d
om

in
an

t a
n,

 a
lo

rs
 

(
)

2
2

~
X

n
X

n
x

P
X

e
a

X
e

−
−

→
+∞

⋅
 

6 
V

ra
i ;

 m
ai

s 
ce

 n
’e

st
 p

as
 u

n 
ré

su
lta

t d
e 

co
ur

s 
et

 n
e 

pe
ut

 d
on

c 
pa

s 
êt

re
 a

dm
is

 s
an

s 
dé

m
on

st
ra

tio
n.

 U
ne

 r
éc

ur
re

nc
e 

es
t m

al
ad

ro
ite

 ; 
on

 a
 to

ut
 d

e 
su

ite
 u

n 
po

si
ti

f 
po

ur
 t

ou
t n

 
et

 : 

1
1

1
1

1
k

n
n

k
n

q
u

u
u

q
q

+∞

+
=

+

=
=

−
−

∑
 

O
n 

a 
]

[
0

,1
q

∈
 d

on
c 

]
[

1
0,

1
q

−
∈

 e
t d

on
c 

1
q

q
q

≥
−

. L
a 

pr
op

ri
ét

é 
en

 d
éc

ou
le

. 

�
����
����
����
����
����
����
����
��"
��
��
��
��
�

��
�
�
����
����
����
����
����
����
����
���



����������������������
����������	�
��������	���

7 
Fa

ux
 ; 

on
 la

is
se

 le
 s

oi
n 

au
 le

ct
eu

r 
de

 v
ér

if
ie

r 
qu

e 
la

 s
ui

te
 (

u n
) 

dé
fi

ni
e 

po
ur

 to
ut

 n
 p

ar
 

(
)1

2
n

nu
n

=
−

+
 e

st
 u

ne
 s

ui
te

 m
on

ot
on

e 
cr

oi
ss

an
te

 (
m

ai
s 

pa
s 

st
ri

ct
em

en
t c

ro
is

sa
nt

e)
. 

8 
Fa

ux
 ; 

la
 s

ui
te

 d
e 

te
rm

e 
gé

né
ra

l u
n 

=
 n

 n
’a

 p
as

 d
e 

lim
ite

 f
in

ie
 e

t e
st

 m
on

ot
on

e.
 

9 
V

ra
i ;

 v
oi

r 
ex

er
ci

ce
 3

 
10

 
V

ra
i ;

 s
i a

 e
t b

 é
ta

ie
nt

 d
is

ti
nc

ts
, a

lo
rs

 p
ou

r 
2

b
a

ε
−

=
, o

n 
au

ra
it,

 0
a

b
ε

ε
<

<
−

≤
 

11
 

V
ra

i s
i λ

 e
st

 n
on

 n
ul

 c
ar

 d
an

s 
ce

 c
as

 le
s 

sé
ri

es
 

nu
∑

 e
t 

nv
∑

 s
on

t d
iv

er
ge

nt
es

 e
t 

te
nd

en
t v

er
s 

+
∞

 s
i λ

 >
 0

 e
t v

er
s 

–∞
 s

i λ
 <

 0
. 

Fa
ux

 e
n 

gé
né

ra
l s

i λ
 =

 0
 ; 

pr
en

dr
e,

 p
ar

 e
xe

m
pl

e 

   
   

   
 

1 2

n

nu



=







  e
t  

1 3

n

nv



=







 

O
n 

re
co

nn
aî

t d
es

 s
ér

ie
s 

gé
om

ét
ri

qu
es

 c
on

ve
rg

en
te

s 
; q

ue
lle

s 
so

nt
 le

ur
s 

so
m

m
es

 ?
 

12
 

Fa
ux

. L
a 

su
ite

 (
u n

) 
dé

fi
ni

e 
po

ur
 n

 >
 1

 p
ar

 
1

nu
n

=
 e

st
 m

aj
or

ée
 p

ar
 le

 r
ée

l 1
 e

t l
a 

sé
ri

e 

ha
rm

on
iq

ue
 

nu
∑

 n
’e

st
 p

as
 m

aj
or

ée
 (

ni
 p

ar
 1

 n
i p

ar
 u

n 
au

tr
e 

no
m

br
e)

. 

13
 

Fa
ux

 ; 
pa

r 
ex

em
pl

e 

   
   

   
  

(
)1n

nu
n−

=
  a

lo
rs

  
(

)
1

1
n

nu
n

−
=

 

14
 

Fa
ux

, s
in

on
 to

us
 le

s 
au

to
m

or
ph

is
m

es
 s

er
ai

en
t é

ga
ux

. 
15

 
V

ra
i ;

 c
’e

st
 é

vi
de

nt
 d

an
s 

le
 c

as
 d

’u
ne

 v
ar

ia
bl

e 
di

sc
rè

te
 f

in
ie

. S
i X

 e
st

 u
ne

 v
ar

ia
bl

e 
di

sc
rè

te
 in

fi
ni

e,
 le

 c
ou

rs
 n

ou
s 

en
se

ig
ne

 q
ue

 X
 a

dm
et

 u
ne

 e
sp

ér
an

ce
 s

i l
a 

sé
ri

e 

(
)

i
i

x
p

X
x

=
∑

 e
st

 a
bs

ol
um

en
t c

on
ve

rg
en

te
 ; 

le
 th

éo
rè

m
e 

de
 tr

an
sf

er
t n

ou
s 

di
t a

lo
rs

 

qu
e 

: 

(
)

(
)

(
)

i

i
i

x
X

x
p

X
x

E
X

∈
Ω

=
=

∑
 

16
 

Fa
ux

 ; 
d’

ab
or

d 
un

e 
fo

nc
tio

n 
de

 r
ép

ar
tit

io
n 

n’
es

t p
as

 c
on

st
an

te
 c

ar
 e

lle
 a

 u
ne

 li
m

ite
 

nu
lle

 e
n 

–∞
 e

t 
un

e 
lim

ite
 é

ga
le

 à
 1

 e
n 

+∞
 ; 

en
su

ite
, s

i x
 ≤

 y
 a

lo
rs

 

(
)

(
)

(
)

p
X

y
p

X
x

p
x

X
y

≤
=

≤
+

<
≤

 

Il
 s

’e
ns

ui
t q

u’
un

e 
fo

nc
tio

n 
de

 r
ép

ar
tit

io
n 

es
t t

ou
jo

ur
s 

cr
oi

ss
an

te
. 

17
 

Fa
ux

 ; 
il 

do
it 

y 
av

oi
r 

co
nf

us
io

n 
av

ec
 la

 p
ro

pr
ié

té
 s

ui
va

nt
e 

: 
Si

 X
 s

ui
t u

ne
 lo

i b
in

om
ia

le
 d

e 
pa

ra
m

èt
re

s 
n 

et
 p

 e
t s

i Y
 s

ui
t u

ne
 lo

i b
in

om
ia

le
 d

e 
pa

ra
m

èt
re

s 
m

 e
t p

, a
lo

rs
, s

i X
 e

t Y
 s

on
t i

nd
ép

en
da

nt
es

, X
 +

 Y
 s

ui
t u

ne
 lo

i b
in

om
ia

le
 d

e 
pa

ra
m

èt
re

s 
n 

+
 m

 e
t p

. 
18

 
V

ra
i ;

 o
n 

a 

(
)

(
)(

)
1

V
X

Y
n

p
q

p
q

+
=

+
−

−
, 

(
)

(
)

1
V

X
np

p
=

−
 e

t 
(

)
(

)
1

V
Y

nq
q

=
−

 ; 
on

 e
n 

dé
du

it
 : (

)
(

)
(

)
(

)
2c

ov
,

0
X

Y
V

X
Y

V
X

V
Y

=
+

−
−

≠
 

19
 

Fa
ux

 ; 
pa

r 
ex

em
pl

e 
: 

1
0

0
0

A



=





 , 

 
0

1

0
1

B



=





 , 

  
1

1

0
1

A
B




+
=





 

L
es

 m
at

ri
ce

s 
A

 e
t B

 s
on

t d
ia

go
na

lis
ab

le
s 

m
ai

s 
pa

s 
A

+
B

. 
20

 
Fa

ux
 ; 

pr
en

dr
e 

la
 m

at
ri

ce
 n

ul
le

 ; 
on

 a
 b

ie
n 

N
 2
 =

 N
 m

ai
s 

rg
(N

) 
=

 0
 

21
 

V
ra

i ;
 p

ui
sq

ue
 N

 e
st

 in
ve

rs
ib

le
 , 

N
–1

 e
xi

st
e 

et
 

1
2

1
N

N
N

N
N

I
−

−
=

=
=

 
22

 
Fa

ux
 ; 

po
ur

 : 

   
  

0
1

1
0

N
−




=





 , 
   

2
1

0

0
1

N
− 


=




−


 

23
 

V
ra

i ;
 s

i A
B

 =
 I

 e
t s

i B
 e

st
 n

on
 in

ve
rs

ib
le

, a
lo

rs
 il

 e
xi

st
e 

X
 n

on
 n

ul
 te

l q
ue

 B
X

 =
 0

 ; 
m

ai
s 

al
or

s 
on

 a
 X

 =
 A

B
X

 =
 0

, c
e 

qu
i e

st
 c

on
tr

ad
ic

to
ir

e 
; d

on
c 

B
 e

st
 in

ve
rs

ib
le

 e
t p

ar
 s

ui
te

 A
 

au
ss

i. 
24

 
V

ra
i ;

 o
n 

a 
A

B
 =

 B
A

 =
 I

 e
t t A

 =
 A

 ; 
en

 tr
an

sp
os

an
t, 

t B
 =

 t (A
–1

) 
=

 (
t A

)–1
 =

 A
–1

 =
 B

. 
 


